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MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA FUNKCJI PRODUKCJI '
DO BADAN AGROEKONOMICZNYCH!

1. Postawienie problemu

Prawidlowosci wystepujace w badaniach agrarnoekonomicznych trak-
tuje sie czesto jako zaleznosci funkcyjne. Jezeli wielko$ci mierzalne,
wystepujgce jako szeregi danych, powiazane sa nastepstwem przyczy-
nowym, mozna je przedstawi¢ matematycznie jako funkcje zmiennej
zaleznej w stosunku do jednej lub kilku innych zmiennych niezaleznych.
Ogélng postacig takich zaleznosci jest:

Y = § (X)) G=12...mn)

Np. w produkeji ro§linnej plony z 1 ha s3 funkcja wszystkich czyn-
nikéw wplywajacych na plon: przy tym interesujacy jest zwlaszeza
rozmiar i kierunek takich wielkosci, ktére wywieraja wplyw na zabiegi
powodujace koszty wzrastajgcego plonu. W produkeji zwierzecej mozna
traktowa¢ przyrost wagi zywej albo tez produkowang ilo§¢é mleka lub
jaj jako funkcje nakladu pasz i ich kombinacji. O ile takie funkcje pro-
dukcji sg liniowe, tzn. jesli plon wzrasta proporcjonalnie do ilo$ci na-
kladow potraktowanych jako zmienna niezalezna, to rozwigzania sg
proste: w danym przypadku tanszy $rodek powodujgcy wzrost plonu jest
zawsze bardziej ekonomiczny i nie stawia sie granic' temu wzrostowi.
Takie proporcjonalne zalezno§ci mozna jednak tylko wdéwcezas zasto-
sowa¢, gdy wszystkie czynniki wpltywajace na plon sg pomnazalne. Jesli
jednak w produkeji biorg udzial czynniki wystepujgce jako wielkosei
state, to przyrost plonu nie moze juz wigcej przebiega¢ proporcjonalnie
do pozostalych czynnikéw wplywajacych na plon. W danym wypadku

1" Artykut stanowi czesé wiekszej calodei. Cieéé'ta poswiecona jest metodom
statystyczno—matematycznych obliczen funkcji produkcji. Cze$é druga, ktora ukaze
sie- w nr 3/63 Zagadnien Ekonomiki Rolnej bedzie po$§wigcona zastosowaniu tych

metod do analizy wynikéw do§wiadczen polowych w dz1edz1n1e efektywnosm na-
wozenia,
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produkcja z 1 ha lub na sztuke bydla, moze wzrastaé wraz ze wzrostem
pozostatych ilosci naktadu w sposob liniowy tylko w ograniczonym za-
kresie. Ekonomiczne decyzje mozna podejmowaé jednak tylko na pod-
stawie nieliniowej funkcji produkcji, w ktorej wystepuja wzgledne
zmiany w efekcie dzialania réznych czynnikow w stosunkw do ich
kosztow. :

Odpowiednie zaleznosci majg takie znaczenie w odniesieniu do zmian
konsumpcji produktow rolnych. Konsumpcja masla jest np. zalezna pod
wzgledem ilosci, iniedz’y innymi, od dochodéw konsumenta, ceny masta
i ceny innych thuszezéw spozywezych. Gdy konsumpcja na glowe osiggnie
punkt nasycenia, woéwczas zmienia sie takze konsumpcja catej ludnosci,
ale nie proporcjonalnie do wspomnianych czynnikéw, lecz w stopniu
wigkszym albo mniejszym. Przedstawia sie to wowczas Pprzy pomocy
nieliniowej funkcji konsumpcji o wielu czynnikach.

Oto dalsze przyklady: Badajac przedsiebiorstwo statycznie mozna
przedstawi¢ jako funkcje zaleznoéci dochodu czystego, np. od przychodu
z 1 ha oraz naktadu pracy zywej i innych srodkéw produkcji. Takie funk- -
cje stosuje si¢ w tym celu, azeby obliczyé wptyw zmiany cen produktéw
i érodkéw produkeji na dochéd czysty przy réznym poziomie plonu z 1 ha,
lub przy réznej strukturze nakladéw pracy zywej i uprzedmiotowionej.
Uzycie funkcji umozliwia takze przeprowadzenie obliczei skutkéw gos-
godarczych substytucji pracy zywej przez prace uprzedmiotowiong. Od-
nosi sig to réwniez do skutkéw zmian ceny produkeiji i kosztéw paszy oraz
pracy uprzedmiotowionej na wynagrodzenie pracy zywej przy réznym
poziomie produkcji zwierzecej i przy zmiennym nakladzie pasz.

2. Przedmiot funkeji produkeji

Artykul ten ogranicza si¢ oméwienia pewnych form funkeji plonu
w produkeji roslinnej. Dlatego tez nalezy podaé teoretyczne podstawy
i mozliwosci zastosowan po to, by stworzyé zachete do przeniesienia ich
na inne ekonomiczno-rolnicze zaleznosci funkcyijne, zwlaszeza, ze mate-
‘matyczne sposoby rozwigzania sg czesto takie same. Przy pomocy funkeji
produkeji mozna w nastepujacy sposéb przedstawi¢ wspéldziatanie wszy-
stkich zabiegow wplywajgcych na plon:

Y =f(X1Xy. .. Xo| Xo+1. .. Xe|Xniq.. Xz)

Dla dogwiadczen polowych rozréznia sie woéwcezas:
. @) czynniki planowe (X ... Xy), ktére zmieniajg sie zgodnie z planem
dogwiadczen, :
b) czynniki stale (Xg+;...Xn), ktére pozostaja niezmienne zgodnie
z planem do$wiadczen, '



Zastosowanie funkcji produkcji 5

) czynniki egzogeniczne (Xx+; — Xz), ktére w trakcie eksperymento-
wania mogg by¢ badz obserwowane, badz tez nieobserwowane, w kazdym
 razie oddziatywujg na plon w sposéb od nas niezalezny.

Przy badaniu innych szeregéw danych mozna je odpowiednio po-
dzieli¢ na: ’

a) planowe czynniki zmienne,

b} planowe czynniki state,

¢) czynniki niezaleine i nieprzewidziane.

Dla przykladu mozna wyprowadzi¢ w badaniach nad 'busdzetawm domo-
wymi funkcje konsumpcji i rozpatrzyé je jako planowe zmienne prze-
dziatéw dochodu i ceny $rodka spozywczego, np. masta. Jako planows
stalg mozna rozpatrywaé cene Srodka spozywczego wspoélzawodniczacego
albo substytucyjnego, a jako wywierajacg wpltyw albo meprzeW1d21anq —
spozycie innych dobr konsumpceyjnych.

-W zakresie czynnikow odréznia sie nastepnie:

a) zmienne ciggle, np. plon, nawozenie, wielko§¢ konsumpcji, ceny, _

b) tylko jakos$ciowo réznigce sie zmienne np. miejsca do$wiadczenia,
obszary uprawy lub zakresy zarzgdzania, gatunki albo tez okreslone
odeinki czasu, miedzy ktorymi nie mozna zatozy¢ cigglodci szeregow
statystycznych.

Zaleinosci funkcyjne mozna wyprowadzi¢é tylko pomiedzy zmien-

nymi ciggtymi w stosunku do mierzalnych wielkosci zmiennych zaleznych.

W. odniesieniu do zmiennych réznigcych sig tylko jakosciowo mozna
jedynie ustalié, czy nastapi zmiana funkcji innych zmiennych, gdy bada-
ng populacje podzieli sie na grupy wedlug cech jakosciowych.

Dane z wynikéw doswiadczen mozna wykorzysta¢ w analizach funk-
cyjnych, gdy:

a) przeprowadza sie doswiadczenia z jednym lub kilku czynnikami,
podczas ktérego co najmniej jeden czynmk zmienia sig dostatecznie
czesto pod wzgledem ilosciowym, -

b) gdy zaprojektowane doswiadczenie z jednym lub kilku czynnikami
zostanie wykorzystane jako wieloczynnikowe, a jednoczesnie korzy-
stne jest systematyczne rozdzielenie do§wiadczenia na okreSlone
cechy. '

Z danych osiagnietych nie eksperymentalnie lecz opracowanych sta-
tystycznie mozna réwniez uzyska¢ funkcje, gdy dane zgrupuje sie wedlug
takich cech, ktoére mozna okresli¢ jako zmienne wielkosci w stosunku
do danego zjawiska traktowanego, jako zmienna zalezna. Poniewaz tak
dane eksperymentalne jak i szeregi statystyczne mozemy uchwycié
tylko dla wybranej liczby czynnikéw, albo dla pewnych zbioréw czyn-
nikéw, jako zmiennych czynnikéw planowych i poniewaz roéwniez czyn-
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niki stale czesto nie sg w istocie wielkosciami niezmiennymi — ma
miejsce zawsze pewna dyspersja poszczegblnych danych nie tylko odno—-
$nie wartosci Sredniej, woko6t ktorej sg one zgrupowane, lecz takze od-
noénie wartodci funkeji. Przy tym przyjmuje sie z reguly zmiennosé loso-
wg nawet wtedy, gdy materiat jest wystarczajaco homogeniczny i dogé
obszerny. -

Pierwszym krokiem analizy statystycznej jest zwykle sprawdzeme
materialu przy pomocy analizy wariancji. Dzigki niej mozna stwierdzie,
czy réznice miedzy Srednimi utworzonymi wedtug przedziatow czynnikéw
lub grup sg istotne, tzn. czy sg one wicksze niz réznice oczekiwane w gra- -
nicach prawdopodobienstwa btedéw. Dzieki analizie rozkladu mozna takze
stwierdzié udzial poszezegblnych cech w rozkladzie odchylen pojedyn-
czych wartosci, wokél dredniej wartosei catej populacji prébnej. Przy,
pomocy ainahzy wariancji mozna sie dowiedzieé takze, czy wystepuje tutaj
wzajemne oddzialywanie w rozmiarach przekraczajgcych przypadkowost.
Jako oddzialywanie wzajemne okreéla si¢ wywieranie wzajemnego wpty-
wu. wielu zmiennych niezaleznych na zmienng zalezng. Wzajemne od-
dmalywame wykazuje, ze dzialanie jednego czynnika moze byé zmienione
przez dzialanie innych czynnikéw. Np. dziatanie nawozu azotowego (N)
ulegnie zmianie na skutek warunkéw $rodowiska lub nawozenia fosforo-
wego (P). Odpowiednie oddziatywania wzajemne moga wystapié miedzy
Wplywem dochodu a ceng $rodkéw zywnosci na ten sam rozmiar kon-
sumpcji. Dzieki analizie kowariancji mozna nastepnie zbadaé czy da sie
udowodnié na podstawie danych prawdziwg zaleznosé miedzy badanyml
Zmiennymi.

Analiza wariancji méwi nam tylko na temat wspo6tdziatania zmiennych.
Innymi stowy, mowi nam jakie jest gléwne oddzialywanie na dany czyn~
nik przecigtnie dla réznych pozioméw pozostatych czynnikéw i czy istnie-
ja wzajemne oddzialywania miedzy czynnikami poprzez wszystkie prze-
dziaty kazdego z czynnikéw. Dlatego tym trudniejsze bedzie zmierzenie
wzajemnego oddziatywania wyzszych stopni w celach interpretaciji iloscio-
wej, im wiecej wlgcza sie czynnikéw jako zmiennych niezaleznych. Nie
mozna jednak zbadaé bardzo istotnego zagadnienia wlaénie w odniesieniu
do wspétdzialania, a mianowicie w jakim stopniu efekty dzialania danego
czynnika zmieniajg sie od przedzialu do przedzialu na skutek kombinacji
innych czynnikéw. Dla tego zagadnienia nie sg bowiem najwazniejsze
tylko réznice w plonach wynikajace z przecietnej zaleznosci od podsta-
wowego czynnika, wzglednie wskutek wzajemnych oddzialywan. Zna-
czenie istotniejsze jest zaobserwowanie przebiegu zmian zmiennych  za-
leznych; jako skutkw zmian zmiennych niezaleznych. Analiza musi wiec
wyjasnia¢é zwigzek funkcyjny- wielowarunkowych zmian wielkosei. Wy=
jasnimy to na mnastepujgcym przykladzie funkeji produkeji: {
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Nie wystarcza samo stwierdzenie, ze plon jest funkcjg czynnikéw.
wptywajgcych na plon, lecz musi sie znalez¢ modele, dzigki ktérym bedzie
mozna stwierdzi¢, w jaki sposéb czynniki sg powigzane funkcyjnie ze
sobg i z plonem.

Wybiera sie model matematyczny w celu przedstawienia zaleznodci
funkeyjnych wyjadniajacych ogblng funkcje. Postugujac sie odpowiednig
literaturg wysnué¢ mozna szerelg wnioskow dotyczacych funkeji produkeji.
Przy wyborze tego modelu bierze sie pod uwage nie tylko zwigzki przy-
czynowe, ktére mozna przedstawic, lecz takze wlasciwosci, ktore zawiera-
ja te modele w swej postaci matematycznej. Nastepnie nalezy zwrocié
uwage na ich przydatnosé dla techniki obliczen.

3. Ekonomiczne znaczenie wielkos$ei funkeyjnych

Zanim zostang oméwione specjalne modele funkeji nalezy wskazaé,
ktore wielko$ci sg niezbedne dla gospodarczej interpretacji zaleznodci
funkcyjnych.

Jesli plon zmienia sie na skutek zmiany jednego lub kilku czynnikéw,
to najpierw nalezy przedstawi¢ przebieg tej zmiennosci. Wzrost plonu
przy zastosowaniu dwéch czynnikéw mozna przedstawié geometrycznie
W systemie wspélrzednych plaszezyzny przy pomocy zbioru réwnoleglych
krzywych dotyczacych pierwszego czynnika. Odstepy pomiedzy krzy-
wymi okresla sie przez parametry drugiego czynnika (wykres Ia).
Wykres 1. Ksztattowanie sie plonu w zaleznoéci od dwé6ch czynnikéw bez wzajemnego

oddzialywania S

,o/on Y
[

Y Q2K

%,}@M A

1 n
1
CZ?M/‘/{* X.

Zbioér krzywych plonu Powierzchnia plonu

W tréjwymiarowym systemie wspélrzednych mozna przedstawic
ksztattowanie si¢ plonu jako powierzchnie, ktorej krzywizny okreslaja
parametry obu czynnikéw (wykres 1b). Przy proporcjonalnym przyroscie
wizgledem plonu (zalezno$¢ liniowa) drugiego czynnika, krzywe na wy-
kresie 1a miatyby réwne odstepy. Zmniejszajacy sie przyrost plonu dla
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X, ujawnia sie na skutek zmniejszenia odstepéw od przedziatu do prze-
dziatu. Przy wzroscie plonu, jak przedstawiono na wykresach la i 1b, nie
wystepuje wzajemne oddzialywanie czynnikéw X; i X,. Gdy dzialanie
jednego czynnika na plon zmienia si¢ na skutek wzrostu innego czynnika
(wskutek wzajemnego oddziatywania) woéwczas mozna zauwazy¢ postugu-
jgc sie plaszczyzng (2a), ze krzywe nie biegng réwnolegle. W wypadku
liczby wplyw czynnikéw na skutek (dodatniego) wzajemnego wspétdzia-
Yania stanie sie silniejszy, wowcezas w wyniku tej skumulowanej zalezno-
sci krzywe wyzszych przedzialéw przebiegaja bardziej stromo. Czesciej
jednak wystepuje przypadek, ze krzywe zbiegajg sie w maksimum. Wska-
zuje on na negatywne (ujemne) wzajemne oddzialywanie. ,,Powierzchnia
plonu” na wykresie 2b nie ma réwnoleglych ograniczen ze wzgledu na
ujemne wzajemne oddzialywanie. Dla wiecej niz trzech czynnikéw nie
mozna graficznie odtworzy¢ na rysunku linii przebiegu plonu. Hiperpla-
szczyzne, ktora we wielowymiarowym obszarze odpowiada przebiegowi
plonu zaleznego od wielu czynnikéw, mozna jednak przedstawié¢ matema-
tycznie.

Wykres 2. Ksztaltowame sie plonu w zalezno$ci od dwoéch wzajemnie oddziatujacych

czynnikow
P[Dﬁ Y
/Jozlom
1 / }ez%ﬂ!m ,0" 1 4
3
&
czgmni X, - . 7
Zbiér krzywych plonu Powierzchnia plonu

Z wykresow 1b i 2b wynika, ze krzywe — podobnie jak na wykresach
la i 2a — odpowiadajg liniom na ,,powierzchni plonu” powstatym w prze-
krojach, ktére sg prostopadle do plaszezyzny czynnikéw i réwnolegle do
jednej z jej wspélrzednych. Na wykresie 1b zakreskowano taksg powierz-
chnie w przekroju X = 1.

Jesli punkty takich samych plonéw polgezy sie na ,,powierzchni plo~

u” tzn. przekroje beda lezaly réwnolegle do plaszezyzny czynnika na
oznaczonych wysokosciach wspotrzednych plonu, to wéwcezas otrzymuje
sie tzw. izokwanty: na wykresie 3a sg to te krzywe (a-e), ktore wigzg
wlasnie rézne kombinacje czynnikéw przynoszace jednakowy plon. Ich
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Wykres 3

Izokwanty na ,,powierzchni Izokwanty i izokliny na
plonu” ) plaszczyznie czynnikéw

rzut na plaszczyzne czynnikéw przedstawia wykres 3b. Im wieksze sg
odstepy miedzy izokwantami, przy jednakowych (réwnych) réznicach
w plonach, tym bardziej zmniejszajg sie plony krancowe. Kazdy izokwant
wskazuje dla odpowiedniego poziomu plonu w jakich wzajemnych pro-
porcjach moga wystepowa¢ czynniki warunkujgce dany plon. Izokwanty
sg wiec takze krzywymi zmiennych stép substytucji czynnikéw przy
stalym plonie, tzn. stosunkiem, w ktérym moga sie wzajemnie zastepo-
wat dwa czynniki w celu osiggniecia danego poziomu plonu.

Dwa rézne czynniki wzrostu nie mogg sie zastapi¢ nawzajem w sensie
czysto biologicznym, gdyz kazdy z nich rézni sie specyficznie fizjologicz-
nym dziataniem. Kiedy mamy jednak do czynienia z calym zespolem
czynniko6w wplywajacych na produkcje roélinng (a takze ‘i zwierzecg),
woéwcezas w praktyce czesto mozemy osiggngé jednakowy poziom przy
pomocy roznych kombinacji, zwlaszcza ze w tych wypadkach poszczegol-
ne zmienne stanowia najczesciej caly zesp6t réznych czynnikéw. Taki sam
plon mozna np. osiggna¢ dzieki réznym kombinacjom skladnikéw od-
zywcezych w nawozach lub dzieki kombinacji nawozenia ze $rodkami
zwalczania chwastéw albo szkodnikéw. Jednakze jeden czynnik mozna
zastgpi¢ innym tylko przy bardzo niskim poziomie plonu.

Gramnice stanowi tu tzw. minimum Liebigai — po przekroczeniu kto-
rego zastosowanie jednego tylko czynnika nie moze spowodowaé wzrostu
plonu. Poczawszy od tych punktéow , Liebiga” (c;, di, e; lub ¢y, dy, ey —
wykr. 3b) izokwanty przebiegaja zupelnie réwnolegle w stosunku do
wspoirzednej danego czynnika. Tylko wobec réwnej efektywnosci pro-
dukeyjnej dwu czynnikéw (jakich$§ dwéch srodkéw nawozenia lub paszy)
izokwanty mogg przecia¢ wspoirzedne, tzn. jeden $rodek produkeji
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zastepuje w catosci drugi. Na wykresie 3b izokwanty a oraz b przecinajg
wspodtrzedne X; i X5 Plon ¢ mozna np. osiggngé przy pomocy ilosci ay
czynnika X; lub przy pomocy iloéci ay czynnika X,, jak néwniez dzieki
zmiennym kombinacjom X; i X, Na izokwancie ¢ punkty oznaczone
przez p oraz g maja rézne kombinacje czynnikéw. Przy tym dodatkowa
ilosé (p; — qi) czynnika X; zastepuje ilo§é (g — p;) czynnika X, w celu
osiggniecia plonu réwnego c. R

Z punktu widzenia rozmiaréw wzrostu plonu wazna ekonomicznie
jest przede wszystkim maksymalizacja nadwyzki, ktérg tworzy wartosé
pleniezna plonu ponad koszty uzytych czynnikéw. Nadwyzka ta (w wy-
padku dziatania tylko jednego czynnika) przybiera wdwczas postaé
geometryczng pola, oddzielonego od krzywej plonu przy pomocy prostej
kosztow. Obszar tego pola wyznacza stosunek cen produktu i czynnika.

d Px
Na]W1e;ksza‘ nadwyzke osiaga sie przy relacji: d—y = P Przy wiecej
X Y

niz Jednym czynniku we wielowymiarowym obszarze plaszczyzna kosz-
tow przecma powierzchnie plonu. Nadwyzka osigga wtedy maksumum

d Px;
gdy d—ij— = B . Nastepnie nalezy badz znalezé minimum kosztow
1

dla danego plonu przy pomocy okres§lonej kombinacji czynnikéw wyni-
kajacej z przebiegu izokwantéw, badZz tez szukaé¢ plonu maksymalnego,
ktory uda sie osiggngé z danej sumy kosztéw. Kombinacje kosztéow
minimalnych osigga sie wtedy, gdy zrdzniczkowane plony czynnikéw
znajdujg sie w stosunku odwrotnym do ich cen (Pui).

oY ) oY - Y 1 1

1
: e = : SRR wzglednie
8X1 BXZ BXI PX1 PXZ PX; g Q

6X1'PX1 = 3X2‘PX2 = «4e3X;+ PX;

Najwazniejszg wielkoscia w calym zagadnieniu jes* przede wszyst-
kim ten przyrost plonu, kitéry stanowi plon réinicowy miedzy dwoma
przedziatami, wzglednie w wypadku nieskonczenie matych przyrostéw —
plon krancowy. W wersji matematycznej jest on ulamkiem rézniczki

Y .
i w kazdym punkecie krzywej lub ,,powierzchni plonu” (powierzchni
x

efektu).
~ Dla kilku czynnikéw wyprowadza sie z funkcji czastkowe rézniczki
jako stopy przyrostu

dYy
T——‘fxz (X1 Xz * Xn)
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Stosunek procentowego wzrostu plonu do uzytego w tym celu pro-

centowego wzrostu nakladéw okredla sie jako elastycznosé produkeji
(B gonia e G St WSS e et e i
dy dX
Y X
Tak np. istotne znaczenie posiada tzw. elastycznosé konsumpcji, ktéra
wykazuje o ile procent zmienia sie konsumpcja, gdy zmianie ulega jedna
ilogci czynnikéw . i ich przebieg ma wielkie znaczenie dla kombinacji
kosztow minimalnych. W tym wypadku w zasadzie zmienng stope
substytucji mozna wyprowadzié z réwnania funkcji dla kazdego punktu
na powierzchni plonu:
dX; i (X Xodve Xy
Stopa substytucji = 121 (%1 Xy ' )
_ dX; fos (X1 Xg v Xn)

Linie gczacg punkty, w ktérych réwwndlegle' styczne dotykajg izo-

kwantéw, tzn. punkty o réwnych stopach substytucji, nazywamy izokling.
dX; '

X =—K. (i##]). Optymalna z punktu widzenia gos-

§

Izokliny:

podarczego kombinacje czynnikow osigga sie wowezas, gdy stosunek cen
wzglednie kosztow czynnikoéw réwny jest statym K. Na tej podstawie
dla czynnikéw pomnazalnych w sposob ciaggly odczytuje sie z izoklinéw
odpowiednie kombinacje czynnikéw, ktére przy jednakowej stopie sub-
stytucji daja rézny poziom plonu. Izokliny sa wige krzywymi stalych
st6p substytucji przy zmieniajacym sie plonie. Zlgczenie punktéw Lie-
biga daje w wyniku dwie ,,granice Liebiga ...”; sg to izokliny (K = O),
ktore ograniczaja obszar, wewnatrz ktérego czynniki sg substytutami.

: : dax;
~Dla izoklinéw Liebiga oznacza to =0

Xj

Rodzaj wybranego modelu okres§la przebieg izokwantéw i izoklinéw.
Izokliny moga rozbiega¢ sie liniowo lub krzywoliniowo poczgwszy:
od punktu zerowego albo tez zbiegaé sie liniowo lub krzywoliniowo do
punktu maksimum (M) lub tez przyjmowaé formy posrednie. Wykres 4
pokazuje przebieg izokwantéw i izoklinéw w czterech czesto stosowa-
nych modelach funkcji produkcji. Biologicznym i technicznym warunkom
produkeji rolnej odpowiadajg najbardziej te modele, w ktoérych izokliny
zbiegaja sie do punktu maksimum, tzn., ze najwyzszy plon mozna osigg-
naé tylko dzieki kombinacji czynnikow.
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Wykres 4. Przebieg izokwantéw IQ oraz izoklinow IK

KZ N
/ M
y M
X4 ) Xa
Funkcja kwadratowa Funkcja pierwiastko-
wa
X, "
X
. X1 !
Funkcja Cobb-Douglasa Funkcja wykladnicza

4. Matematyczne modele funkeji produkecji

W celu poprawnego wykorzystania szczegdlnych wlasciwosci modeli
matematycznych przy stosowaniu analiz funkcyjnych, zbadaliSmy do-
kladnie przebieg krzywych w stosowanych najczesciej modelach eko-
nomicznych. Wynik tych badan przeprowadzonych w naszym Instytucie
przez dyplomowanego matematyka H. Diji“ﬂa, zestawiono na tabelach.
Wynikajg z tego rézne wnioski matematyczne. W dalszym ciggu zwro-
cimy szczegblng uwage jedynie na najwazniejsze tego nastepstwa.

Funkcje wielomianu

Liebig przyjmuje proporcjonalny wzrost plonu, gdy tylko dany czyn-
nik przekroczy minimum, ktore limituje kazde dziatanie zwickszonej
iloci innych czynnikéw. Boresch [4] przyjmuje dla tego modelu naste-
pujace algebraiczne wyrazenie: Y =a + bX
gdzie a przedstawia plon, ktéry powstaje przy wspoétdziataniu wszyst-
kich innych czynnikéw niezaleznie od dodatkowego uzycia X.

Rozwéj plonuw mozna przedstawi¢ geometrycznie jako prosta, ktéra
przecina o§ ¥ w punkcie a i biegnie w nieskonczono$é¢ pod katem wy-
znaczonym przez b. Uogblniajgc powyzsze na wiekszg liczbe czynnikéw
mozna przyja¢, ze dopdki przyrost plonu nastepuje proporcjonalnie do
wysokosci naktadéw, dopéty ma znaczenie funkcja:

. k
Y=a+b1X1+bzxz+...bkxk=a+2bixi @=1,2,...k)

i=1
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Ten liniowo addytywny uklad jest wazny tylko wewngtrz okreslo-
nych granic w warunkach catkowitego zachowania stalych proporeji
wszystkich oddziatywajgcych na plon czynnikéw. Im bardziej jednak
jaki§ czynnik wpltywajgcy na plon opdznia sie we wzroécie, aby w koncu
osiggngé minimum, wyznaczajgce ,,granice Liebiga”, tym szybciej zmniej-
sza sie przyrost plonu. Przypadek ten moze mie¢ jednak réznego rodzaju
odchylenia od przebiegu liniowego. Staly spadek przyrostu plonu na
skutek jednego czynnika mozna np. przedstawi¢ przy pomocy:

Y =a+ bX —cX2

Po osiggnieciu maksimum nastgpi absolutny spadek plonu, w kto-
rym krzywa plonu bedzie stanowila jak gdyby lustrzane odbicie po-
przedniego przebiegu. Postugujac sic wielomianami o wyzszych potegach
' mozna przedstawi¢ ksztaltowanie sie plonu o wielu punktach zwrotnych
i wartosciach ekstremalnych. Nie jest to jednak konieczne. W wiekszogci
wypadkéw okazat sie wystarczajacy — jak to zdolal wykazaé¢ Heady —
wystepujacy czesto w badaniach nad ksztaltowaniem sie plonu wielo-
mian, w ktérym w trzecim wyrazie réwnania zostaly wybrane potegi
miedzy 0,5 a 2. Z réwnania tego mozna woéwezas obliczyé dla wiekszej
ilosci czynnikow nastepujgce wyrazenie:

Y=a+2k:biXi+ Zk:cl'Xf i=1,2...k

i=1 i=1

gdzie p jest dowolnie étaiq liczbg o odstepie 0,5—2.

Wymienione powyze] modele wielomianow pos1ada3q nastepujace
wlasciwosci:

Réwnanie liniowe opisuje kszta}towanie sie plonu, w ktérym wzrost
plonu pozostaje w stalej proporcji do zw1ekszonego nakladu i dlatego
nigdy nie osigga maksimum.

W funkcji kwadratowej calkowity plon wzrasta poczawszy od dodat-
niej wartosci wyjSciowej az do najwyzszego plonu przy jednoczesnym
linjowym zmniejszaniu sig przyrostu plonu. Od tego punktu powraca on
jak w lustrzanym odbiciu do poprzedniego przebiegu, przy czym od-
powiednie plony krancowe przybierajg ujemne wartosci rosngce liniowo.
Ponadto elastycznosé produkeji nie moze byt stata.

Funkcja pierwiastkowa wzrasta poczatkowo stromo, przy silnie spa-
dajgcych plonach krancowych, po czym wystepuje diuzszy odcinek
o malych prawie statych plonach krancowych; catkowity plon osigga
maksimum na bardzo splaszczonej krzywej przy wysokich nakladach.
Elastyczno$¢ produkeji nie jest tutaj stata.
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" Ksztattowanie sie plonow krancowych ma nastepujace wilasciwosci
w tych modelach:

a) Roéwnanie linijowe: plon krahcowy jest staly = b, -

b) Réwnanie kwadratowe: plony krahicowe zmniejszaja sie liniowo o 20

c) Réwnanie pierwiastkowe: plony kraficowe zmniejszajg sie o wiel-
ko$é: ' .

0,25¢
:x:]/-’JC

Gdy oprocz addytywnych dziatan poszczegdlnych czynnikéw wystgpia
oddzialywania wzajemne, wéwczas rozszerza sie funkcje produkeji przy
pomocy mnozenia wyrazéw. Oto przyklad réwnania o trzech czynnikach:

3 3 v
Y=o¢a +2sz +ZC¢X? vt dpXa X, + d3X X5 -+ Ay X, X3 +
i=1 i=1

+ dip3X1 X, X3 (t=1,2,3)

Jednakze w tego typu wielomianach liczba wyrazéw i obliczonych
na ich podstawie wspélczynnikéw (parametrow) staje sie szybko tak
wielka, ze ich oszacowanie na podstawie danych eksperymentalnych ma
ograniczone mozliwoéci rachunkowe. Réwniez przy zastosowaniu. nowo-
czesnych maszyn matematycznych uzyskuje sie tylko wowczas statysty-
czng pewno$¢ wynikéw obliczenia, gdy rozporzgdzamy dostateczng liczbg
zbadnych wypadkéw dla zachowania wymaganej ilosci stopni swobody.

Dlatego tez bardziej dostepne jest zastosowanie modeli matematycz-
nych opisujacych w sposéb mniej skomplikowany funkcje krzywoliniowe.

Proponowano -tutaj wielks liczbe modeli, z ktérych w praktyce stoso-
wano tylko niewiele. Ogranicze sie do dwéch postaci rownan wykladni-
czych, okres§lonych krzywymi o przebiegu asymptotycznym. Spillmann
rozwingt ogélng postac '

Y = M — DR¥,

w ktorej M jest staly, obliczong na podstawie wynikéw badania i pr'z»é:d‘;
stawia plon maksymalny, do ktorego zbliza sie asymptotycznie krzywa
rozwoju plonu. D oznacza catkowity przyrost plonu, osigganego priy
pomocy X. ’

Posta¢ iloczynu ma te korzysé dla wieloczynnikowego powigzania
funkeji potegowej, ze takie réwnania mozna przeksztalcié przy pomocy
logarytmowania w rownania liniowe; przy tym pozostagq utrzymane
w obliczeniach modelu oddzialywania wzajemne.
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Funkcja wieloczynnikows jest: ‘ .
Y = M— DR¥ (i=1,2...K)

Juz w 1909 r. Mitscherlich rozwingl niezaleznie od Spillmana specjalng
funkcje wyktadniczg na podstawie licznych doswiadczen polowych. Przy-
jal on, Zze przyrost plonu zmniejsza sie proporcjonalnie do niedoboréw
plonu w stosunku do najwyzszego plonu:

dy (M—7Y)
—_— c —_—
dX

Obliczona na tej podstawie furikcja produkeji brzmi *:
Y = M(l — %) '

Réwnania te uwzgledniajg asymptotyczne ksztaltowanie sie plonu
i dlatego mozna dzieki nim obliczyé tylko takie wyniki badan, ktore nie
wykazujg spadku przyrostu plonu. Mitscherlich wspélnie z Baulem pré-
‘bowal uwzgledni¢ ten wypadek, uzupelniajgc swoje réwnanie czlonem
wyrazajacym spadek przyrostu (2 przyblizenie):

Y = M(1 — eX)e %X’

. gdzie k przedstawia czynnik o ujemnym wplywie. Bauke rozwingt dalej
formule Mitscherlicha. Nie mozna juz nic wiecej wprowadzi¢ do niej.
E. Boguslawski zaproponowal niedawno dalsze rozwiniecie funkcji wy-
kladniczej, ktorg okreslit jako trzecie przyblizenie. Uchyla on przy tym
zatozenie czynnika wplywajacego ujemnie i kladzie gléwny nacisk na
»otoczenie punktu maksimum”, tj. obszar dokola maksimum, w ktérym
nie mozna wykaza¢ zadnych uchwytnych réznic i czynnikéw wplywa-
jacych na plon (3 przyblizenie):

X+1
Y = M-102°8 \ X4

Z okresla przy tym szeroko$¢ obszaru maksimum, natomiast i odpowiada
raczej dawnemu b u Mitscherlicha. Jest to punkt przeciecia krzywej z od-
cietg po lewej stronie punktu 0.

Jesli by nawet to réwnanie odpowiadalo obliczeniom dotyczgcym
ksztaltowania .sie plonu, to jednak jest ono zbyt skomplikowane dla

! W literaturze rownanie to czesto bywa podane w postaci logarytmu dziesiet-
nego. Obliczone na tej podstawie wartoéci ¢ nie sg jednak identyczne z czynni-
kami  proporcjonalno$ci wystepujgcymi w rdéwnaniach roézniczkowych. Poniewaz
In 10 = 2,3026, wartoSci c - obliczone przy pomocy logarytmoéw Brigga musi sig
podzielié przez ten czynnik po to, azeby otrzymac stale wywierajace wplyw
w sensie Mitscherlicha.
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potrzeb wyprowadzenia z niego wspdlczynnikéow elastycznosci. Baule
zaproponowal nastepnie w rozwazaniach wieloczynnikowych powigzanie
iloczynem wyrazéw Mitscherlicha w odniesieniu do poszczegoélnych
czynnikow:

Y =Mr (1 —e %) (1 —e%2)-(,..) (1 —e~%%k) = (Mn (1 — e~ %1)
(=12 ...k

Mitscherlich nie zgodzit sie w 1955 r. na te propozycje, poniewaz chciat
utrzyma¢ w mocy swe zalozenie, ze stala ¢ wystepujaca w dziataniu
czynnika wzrostu nie jest zalezna od innych, bowiem oddzialywanie
wzajemne wyraza sie przy pomocy iloczynu. Ogélng postacia réwnania
wykladniczego, ktére nie ma specjalnych zalozeh w zakresie zmiennych
wykladnikow jest:

Y = Ma(l —R%1) (t=1,2,...k)

Ta posta¢ réwnania nie zaklada stalych zaleznosei miedzy wieksza
iloscig czynnikdéw wzrostu a plonem i moze by¢ rozszerzona na funkcje
produkeji o wielu czynnikach.

Drugi rodzaj funkcji asymptotycznych zostal wprowadzony do lite-
ratury pod nazwg funkcji Cobb-Douglasa i ma czesto zastosowanie
zwlaszeza w analizach ekonomicznych:

Y = aX?

b przedstawia tutaj stalg transformacji, przy pomocy ktorej przeksztalca
sie naktady na produkcije.

W tym modelu przedstawiono takze zaleznosci wielu czynnikéw w for-
mie iloczynu:

Y = aX P1e Xob2 . . X0k = g X;bt
(=12 ...k

Réwnania te mozna latwo przeksztalcié na liniowe, przy tym sa one
transformowane na logarytmy.

logY =loga + byjlog X; + bylog Xy + ... bxlog Xr

Liczba wystepujacych wspolczynnikow odpowiadas wowcezas liczbie
czynnikéw, natomiast w tym réwnaniu liniowym zakrzywiony rozwéj
plonu wyrazony jest lintowo. Takze funkcje Spillmana-Mitscherlicha mo-
zna lepiej wykorzysta¢ w celach obliczeniowych niz réwnania wielo-
mianéw. :

Réwnaniom wykladniczym Spillmana odpowiada krzywa asympto-
tyczna, ktéra bierze poczatek w wartosci dodatniej i ma zmnie jszajgce
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sie krancowe plony. Elastycznos¢ produkcji nie jest stata w tych réow-
naniach. Jednak stosunek kolejnych przyrostow plonu jest staly i wynosi
dla wszystkich obszaréw = R. Plony kraticowe sg tylko wtedy dodatnie,
gdy R <1. Gdy R > 1 mamy do czynienia z absolutnym spadkiem plonu.
R =1 oznacza Y = (M~ D). Mitscherlich utrzymuje, ze wzrost jest
zawsze proporcjonalny do niedobordéw plonu w stosunku do najwyzszego
plonu. Jego formuly pomimo wielu watpliwoéci stosuje sie bardzo czesto
w badaniach rolniczych. Wobec najczes$ciej wysuwanego zarzutu przeciw
stalej ¢ ezynnika dzialania Trenel i Pagel wykazali dodatkowo, ze ¢ jest
matematycznie zalezna od stalej M, wykrytej w drodze ekstrapolacji
i dlatego przy réznych warto$ciach krzywych otrzymujemy dobre przy-
blizenie do wartosci obserwowanej. Jednakze nic nie mozna powiedzieé
" wtedy o obszarze poza wynikami badania.

Funkcja Cobb-Douglasa okresla wychodzacy z punktu zerowego
asymptotyczny wzrost plonu ze stalg elastycznoscig b we wszystkich
przedziatach. Zaklada ona, ze kazdy procentowy wzrost nakladéw powo-
duje taki sam procentowy wzrost plonu. Zmienia sie przy tym wzajemny
stosunek nastepujgcych po sobie plonéw krancowych. Przez b > 1 oznar
cza sie wzrastajgce, natomiast przez b <<1 zmniejszajgce sie plony kran-
cowe. Przy b = 1 wystepuje liniowy wzrost plonu.

Rownania, ktére okres$lajg asymptotyczny przebieg wzrostu plonu,
réznig sie wiec miedzy sobg tym, ze powodujg rézng zmiane stosunku
absolutnych lub procentowych wzrostéw plonu wobec zmmiejszania sie
plonéw krancowych. Réwnania asymptotyczne nie poslugujace sie poje-
ciem spadku plonu, wychodzac z zalozenia, ze plony krahcowe jedynie
sie zmniejszajg i nie sg ujemne. Jesli trzeba wyrazi¢ przy pomocy funkcji
spadek przyrostu plonu, to wéwczas nalezy sie postuzyé¢ jednym z modeli
rownania wielomianéw. Réwnania asymptotyczne mogg dawaé tylko
przyblizone wielko$ci w obszarze maksimum plonu. Mogg one prowadzié
do blednych wynikéw, jesli krzywa wykazuje dobre dopasowanie do
danych stanowigcych przedmiot badania jedynie na odcinku stromego
wzrostu, a uzyskane na tej podstawie parametry rozszerza sie na obszarze
maksimum plonu. ‘

Jesli jednak wnioski ograniczajg sie do odcinka krzywej, w 'ktérym
spadek plonéw krancowych nie przekracza przedziatu danych objetych
badaniem, to réwnania te majg okreslone zalety rachunkowe, gdyz operu-
ja niewielky liczbg parametréw. '

Ksztattowanie sie plonéw krancowych ma nastepujgce wlasciwosci
w modelach asymptotycznych:

a) Réwnanie Spillmanna-Mitscherlicha: stosunek nastepujacych po

sobie zmniejszajgcych sie plondéw krahicowych jest wzajemnie staty

2 — Zagadnienia Ekonomiki Rolnej — Z, 2
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i u Spillmanna =R, u Mitscherlicha = e elastyczno$¢ jest
Zmienna,

b) Réwnanie Cobb-Douglasa: plony krahcowe zmniejszajg sie przy
statej elastycznosci = b.

Modele matematyczne zaktadaja roézny przebieg izokwantéw i izokli-
néw, zwlaszcza wtedy, gdy majg zastosowanie do funkcji o wielu czyn-
nikach. Nie da sie nigdy przewidzie¢ z goéry, ktore z wlasciwosci okreslo-
nych przy pomocy specjalnego rodzaju funkeji odpowiadaja warunkom
biologicznym w konkretnie badanym zjawisku. Nalezy jednak przy wy-
borze baczy¢ na to, azeby nie wybrac¢ takiego modelu, ktérego zatozenia
wyjsciowe sprzeczne sg z przyczynowymi zwigzkami przedmiotu badania.
Stosujac okreslong miare regresji mozna wybraé sposrod roznych funkeji
te, ktore najlepiej pasuja do wynikéow badania.

Znajomose tych zaleznodci przy kombinacjach czynnikéw ma znaczenie
nie tylko dla amalizy réznorodnych zmiennych zaleznosci czynnikéw
wzrostu wplywajacych na plony. Z punktu widzenia ekonomicznego sg
one niezbedne dla $cistosci rozwigzan. Przy danych relacjach miedzy
cenami czynnikéw i produktéw maksimum madwyzki pienieznej jest
okreslone przez plony krancowe, a kombinacja kosztow minimalnych
przez stopy substytucji. Poniewaz dotychczas postugiwano sie tylko nie~
licznymi, niewystarczajgcymi dla takich obliczen danymi, w praktyce
nalezy sie opiera¢ na obliczeniach empirycznych i rozstrzygaé o wysokosci
optymalnej oraz zespole zabiegéw powodujacych wzrost plonu przy
pomocy rozwazan, ktore odpowiadajg zatozeniom tych zwigzkow; jednak
nie mozna ich dotychczas uzasadni¢ w sposéb naukowy. Przede wszystkim
systematyczne, oparte na funkcyinych zaleznosciach, planowanie oraz
wykorzystanie dos§wiadczen w polu (I badann mad karmieniem zwierzat)
moze dostarczy¢ wiasciwych podstaw w tym wzgledzie.

W nastepnym artykule beda podane przyklady zastosowania tej teore-
tycznej wiedzy w celu praktycznego wykorzystania szeregu badan
polowych. b
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9PUX I'OPPMAHH
Hucrrryr CeMeHOBOICTRBA
H ATPOTeXHHKH
Fanne (TIP)

BO3MO)XHOCTH NPHUMEHEHHS $YHKHHHU
NPOU3BOACTBA B ATPOHOMHWYECKHX HCCJEINOBAHUAIX

ConmepxaHUe

Craresa paccmarpmBaeT GPOPMbI (DYHKIMK YPOIKAMHOCTY B PACTEHUEBOL-
cTBe. B mepBoit yacTy cTaThby, OIyOIMKOBAHHOM B 9TOM HOMEPE, aBTOp 0bcy-
KIAET TEeOPeTUHUEeCKMe OCHOBBI ¥ BO3MOIKHOCTM NPUMeHEHMA (QYHKIMNU
[IPOU3BOJCTEA B OMIPENEJIEHNN YPOIKATHOCTIH,

Cpenn paznmyblx (PaKTOPOB BIMAIIIMX HA YPOXKANMHOCTL aBTOP BbBI-
JessieT: a) IJIAHOBBIE IIePEMEHHBIE (PaKTOPhI, 0) IIAHOBLIC MOCTOSHHBIC
hakTOpEI M B) HE3aBMCHMbIe M HE NPEAYCMOTPEHHBIe (PaKTOPBL. DTH hax-
TOPBI aBTOP JEJMT Ha IePeMeHHBbIe HEIPEPBHIBHBIE M IIPEPBIBHBIE, 100
PYHKIIMOHAJIBHBIE 3aBUCYMOCTI BBITEKAIOT TOJBKO M3 HENPEPLIBHBIX IIe-
PEMEHHBIX.

Sarem 0bCyzKrparoTcs ClIeLMabHble IPUMEPHI (PYHKIWIA MILIIOCTPUPY e~
MBIX Tpaduramy (rpadpuxk 1—4). Bzaymmbie COOTHOIIEHMA Pa3IMYHBIX
haxTOopoB 00yCIABIMBAIIMX YPOIKAKHOCTh ABTOP ITOKA3bIBAeT IIPU IIO-
MOIIM M30KBAHTOB. VI30KBaHTBI 9TO KPMBBIC IIePEMEHHBIX HOPM CyOeTm-
TyLuuyt akKTOPOB IPY IIOCTOSHHON YPOKANHOCTHU. VI30KIMHBI 3Ke 9TO KpPH-
BBIC ITOCTOAHHBIX HOPM CYOCTMTYIMM (PAKTOPOB [IPU HEPEMEHHOI yPo-
KANHOCTH:

B mocriemmelt 9acTy CTATHM aBTOP HNPUBOIUT M OOCy3KAaeT MaTeMaTude-
CKMe IPMMEpb! OYyHKIMM IPOM3BOACTBA: (DYHKIMM MHOTOYJIEHA, KBAJAPaT-
HYI0 (byHKIMIO, CTEIIEHHYIO (DYHKIIO ¥ IT0KA3ATeNbHY 0 QyHKII0 Imiis-
MmaHa-Mutmepanxa n Ko66-Hyrraca.

B caenyromeit craTbe 6yayT IOKa3aHbBI IPUMEPHI TPUMEHEHMA TeOPETH-
YEeCKMX OCHOB IIPM pa3paboTKe IIOJEBLIX OIILITOB.

ERICH HOFFMANN
Institute of Seedgrowing and Cultivation
Halle (German Democratic Republic)

THE WAYS AND MEANS OF APPLICATION OF THE PRODUCTION
FUNCTIONS TO AGRONOMIC INVESTIGATIONS, —

The author is describing the forms of yield functions in crop product-
ion. In the first part of the article, actually inserted the author is discuss-
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ing theoretical assumptions and admissibility to use the production
function when determining the changeability of yields. Out of various
factors influencing the yield the author differenciates a) the planned
variable factors, b) the planned stable factors, ¢) independent and unfore-
seen factors. These factors are divided by the author into the continuous
and not continuous ones as function interdependencies may be drawn
only for continuous variables.

Next special models of functions illustrated with diagrams 1—4 are
treated. The proportions of correlating factors which come into play as
conditioning crop volume are presented by the author by means of
isoquants, these being curves of constant substitution rates at changeable
yield.

In the last part of the article the author makes known and discusses
the mathematical models of production function: multinominal functions,
square function, root function and Spillman, Mitscherlich’s and Cobb-
-Douglass’es exponent function.

In the next article the examples of the application of theoretical
assumptions in field tests will be presented.



