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ZASTOSOWANIE RACHUNKU TABLICOWEGO
DO OBLICZANIA CZESCIOWYCH SUBSTYTUCJI

Tablicg liczbowg (inaczej: macierzg albo matrycg) nazywamy zbiér liczb usta-
wionych w prostokat.

Prostokat liczb tworzacych tablice ujmujemy w kwadratowe klamry. Liczby
tworzace tablice nazywamy elementami tej tablicy. Elementy tablicy s*ojace obok
siebie w poziomie tworzg tzw. wiersze tablicy, elementy za§ stojgce w tym samym
pionie twoorzg kolumny tablicy.

Na przyklad tablica

2 1 G 5 —1
3 2 5 —8 1
0 5 0 0 —3

pos‘ada 15 elementéw. Jest to tablica o 8 wiérszach i 5 kolumnach.

Ogélnie: kazda tablica posiada calkowitg ilo§é m > 1 wierszy i catkowitg ilosé
n > 1 kolumn, )

Tabl‘ca m — wierszowa i n — kolumnowa posiada m.n elementéw.

W ogélnym zapisie elementy tablicy oznacza sie literami z dwoma wskaznikami
u dolu., Pierwszy wskaznik jest numerem wiersza, w ktérym znajduje sie dany
element, drugi wskaznik numerem kolumny. Tak wiec element a; znajduje sig
w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie, tzn. lezy na przecieciu sie i-tego wiersza
i j-tej kolumny. ‘

Wskazniki i przebiegaja liczby od 1 do m (i=1, 2,... m), wskaznik j — od I
don (j=1, 2,... n).

Piszemy wiec ogélnie (bez podawania konkretnych wartosci elementéw tablicy):

i an alz ..... alj ..... aln I ;
Qg Gygevene Ayjevens Qg
la, = |0
mn Qi Qig-v-e- Qijonenn a;,
Vayy Qg eve Qopje e e Oy !
Symbolicznie tablice liczbowg oznaczamy przez [a;] G=1,2,...,m; j=1,2,..., n),

W szczegblnosei np. tablica dwukolumnowa i czterowierszowa ma ogdélng postaé:

a

ayy 12
[b42] — a21 a22
G3g a3

b oy Qgy
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za§ tablica tréjwierszowa i jednokolumnowa ma ogblng postaé:

oy
legl= |ay
Qa1

Uwaga: tablice jednokolumnowg nazywa sie niekiedy wektorem, a poszczegélne
(jednoelementowe) wiersze tej tablicy — wspébirzednymi tego wektora.
W rachunku tablicowym okre§la sig przede wszystkim poré6wnywanie tab'ic,
a nastepnie takie dzialania na tablicach, jak mnogenie tablicy przez liczbg, doda~
wanie tablic oraz mnozenie tablic.
Dodajmy tu jeszcze, zZe prostokgtowi liezb tworzacemu tablice nie przypisuje
sie zadnej wartodci liczbowe] (nie nalezy mylié¢ z wyznacznikiem).

Poréwnywanie tablic

Poré6wnywaé mozna tylko tablice o tej samej iloSci wierszy i tej samej ilosci
kolumn.

Dwie tablice m-wierszowe 1 n-kolumnowe sg sobie réwne, jezeli réwne sa
wszystkie ich odpowiadajace sobie elementy (tzn. elementy o tej samej uporzad-
kowanej parze wskaznikéw).

Tak wiec réwnoé¢ dwu m-wierszowych i n-kolumnowych tablic oznacza m.n
réwpvoéci odpowiadajgcych sobie elementéw tych tablic.

Np.
[“u ab) CL13] - [bn by bls]
' @ ) a3 by by Dy3
oznacza, ze:
all = bl]’ al‘Z = blZ’ a13 = b13:
Gy = Dy, Opp = Doy )3 = by

Mnozenie tahlicy przez liczbe

Mnozac tablice przez liczbe nalezy kazdy element tej tablicy pomnozyé przez te
liczbe (a wiec nie tak jak w teorii wyznacznikéw, gdzie przez liczbe mnozy sie
jedynie elementy jednego wiersza lub jednej kolumny). Na przyklad:

A1 %2 | kay kayy 7
k. g oy l — kaz1 kazz
1 ay a3y & '__ kag kagy, |

Dodawanie tablic

Dodawa¢ mozna do siebie dwie tablice o jednakowej iloSci wierszy i o jedna-
kowej iloéci kolumn.

W wyniku ofrzymuje sie tablice o takiej samej iloéci wierszy i kolumn, jak
tablice dodawane, o elementach bedgcych sumami odpowiednich elementéw doda-
wanych tablic.

Przyklad:
| oy e T | bu by —! [ eutby o tby, -I
gy Qg 1 + I by 2% ‘ = | @y T byy Ugg F by
L Qg Q39 J | by by 1L ay t by 39 F by, J

Mnozenie tablic

Tablice [a;] mozna mnozy¢ przez tablice [by;] tylko w tym przypadku, gdy
druga z tych tablic (mnoznik) ma tyle wierszy, co pierwsza (mnozona) kolumn,

A wiec np. tablice tréjkolumnows (o dowolnej ilosci wierszy) mozna mnozyé
jedynie przez tablice tréjwierszows (o dowolnej ilosei kolumn).
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Stad od razu- widaé, Ze mnozenie tablic nie: jest przemienne; . nie mozZna.za-
mienié mnoznej i mnoznika, tak jak w zwyklym iloczynie liczbowym.

Iloczyn tablicy [a;] przez tablice .[b;;] (tablica [b;] ma tyle wierszy, co tablica
[a;;] kolumn) jest tablica [c;;] posiadajgca tyle wierszy, co tablica [a;] i tyle ko-
lumn, co tablica [b;]. Elementami tablicy [c;;] sa liczby bedgce tzw. iloczynami
_skalarnymi! odpowiednich wierszy tablicy [a”l przez kolumny  tablicy [b;l..A wiec

“element ¢;;, jest iloczynem skalarnym z-tego wiersza tabhcy [a,]] przez k-ta kolfumne
‘tablicy [byl.
-Przyklad. Jezeli

T Q. Gy Gpa Gy ] O byy | 7 Cyi Cio |
B TR ST E SOV T I Sl N 1 €152
Uoy Goo Gon @ . 2 "2 | ¢, ¢

21 @22 %23 Ggq by qu =1 Cy Oy !
| gy gy Qgp gy by . C31 G5 1

“to elementy ¢ =1, 2, 8; j=1, 2) tablicy [ctk] wyrazaja sie w sposéb nastepujacy
Cy1 = Gyq byy T aypby T a3ty Ty by '
Cap = Gy Dyy F gy byy a3 by Fay, by
€y = gy byy F 35 by Fagg by T ag by
Cp = Gyy Dy T @1y Dy 01303y T a1y byy
Cog = liyy byy T gy byy F Gy3 byy + gy byy
- Cgy = Qgy iy T Asy by 5 T @ga by, T ag by
W przykladzie tym mnozna ma cz‘cery kolumny a mnoznik cztery wiersze, mno-
zenie jest Wlec wykonalne. Iloczyn jest tablica o trzech wierszach (bo-trzy wiersze

ma mnozna) i o dwu kolumnach (bo dwie kolumny ma mnoznik).
Pierwsza kolumne tablicy [c;] otrzymaliémy mnozac skalarnie wiersze mnoznej
. brzez p1erwsza kolumne mnoznika, druga kolumne tworza iloczyny skalarne wier~
szy mnoznej przez druga. kolumne ‘mnoznika.
Przyklad liczbowy.

2 1] a2 :[2.5 T3 D)D) 2024101 (_1.0']_“ 14 5]
0—5 3| | 3117 lo.5+ (5343 (=D 0.2+ (5).1+3.0] " |18 —5

W przykladzie tym mnozymy najpierw skalarme plerwszy wiersz mnoznej przez
pierwsza kolumne mnoznika oirzymujge: pierwszy element plerwszej kolumny tab-
licy bedacej iloczymem. Nastepne mnozac drugi wiersz przez pierwsza kolumne
otrzymujemy drugi element pierwsze]j kolumny iloczynu.

Podobnie mnozac odpowiednio plerwszy 4-drugi wiersz mnoznej przez drugg ko-
lumne mnoznika otrzymu]emy koleJno plerwszy i drugx element drugiej kolumny

~iloezynu. - 8

Zastosowanie teorii ra.éhuﬂku‘ tablicowego do réwnaﬁ liniowych
Weszmy nastepujacy uklad réwnan liniowych: '
ayy "E” 1y Ty Q3 g Ty 2y = by
gy Xy T Ogy Ty T ay, acsl-i- gy X5 = by
(g Ty T Ogy Xy T gq Xy + gy 2y =Dy
gy %y T gy Xy T a3 23+ agy 2, = by

Zauwaimy, ze uklad ten mozemy przedstawié w postaci jednego réwnania ra-
chunku tablicowego:

b Iloczynem skalarnym dwu ciggéw hczbowych o Jednakowe;] ilo$ci Wyrazow nazy-
wamy sume iloczynéw kolejnych wyrazéw tych ciggéw. Np.
(@), Qg a3....az) . (by, by, bg....bp) =0y by +oabytagbyt . Fay by
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%1 %12 %3 %4 x, by
gy gy Cgg3 Gpg | | %5 | | 0o
U3y O3 Q33 O3y 3 b3
Gy Ogy Qg3 Gy’ Xy by

Mnozac bowiem tablice po lewej stronie znaku réwnosci otrzymujemy:

[ % T a2y T a3, b,
lam Zytagxytagpxy) = | by
Uy ¥y T gy 2y T agz 23 b

Por6wnujac otrzymane tablice wracamy do wascwwego ukladu réwnan.

Okazuje sie, ze dowolny uklad réwnan lmlowych mozna przedstawié za pomocg
~jednego réwnania tablicowego.

Zwracamy jednak uwage na to, Ze tablicowy zapis ukladu ré6wnan liniowych nie
. podaje i nie upraszcza w niczym sposobu rozwigzania tego ukladu, Cheac rozwigzaé
uklad réwnan liniowych zapisany tablicowo musimy stosujac definicje poréwnywa-

. nia tablic wréci¢ do zapisu zwyklego i rozwigzaé uklad zwyczajnie metodg Cramera,
czy metodg kolejnych eliminacji zmiennych. Po co zatem stosuje sie tablicowy zapis
ukladu réwnan liniowych? Idzie tu o to, ze przy zapisie tablicowym, stosujac wzory
rachunku tablicowego, mozna dokonywaé pewnych przeksztalcen ukladu réwnan
i uzyskiwaé pewne wyniki bez rozwigzywania samego ukladu. Przykladem takich
dzialan jest stosowane w programowaniu liniowym uzyskiwanie rozwigzan ukladéw

. wieloznacznie rozwigzanych, spelniajacych pewne z goéry zalozone warunki.

Jako przyklad stosowania rachunku tablicowego oméwimy metode czeSciowych
substytucji pasz podstawowych przez uzupelniajgce skladniki paszowe, przy usta-
laniu dziennych racji paszowych podang w pracy Kastena i Kreutzbergera [2].

W pracy tej autorzy ustalajg dzienne racje paszowe przy wypasie miodych bu-
hajkéw maige do dys-pozyc-ji 15 skladnikéw paszowych. Tu wezm'emy pod uwage

. tylko 6 rodzajow pasz i ustalajac dzienng racje paszowg z nich zloZong, oméwimy
sposéb postugiwania sie rachunkiem tablicowym w podanej przez autoréw metodzie
substytucji czeSciowych.

Sformulowanie zagadnienia

Przyimujemy, ze dzienne zapotrzebowanie pokarmowe zwierzat (opasane buhajki
w wieku 8—10 miesiecy) wynosi:

jednostek pokarmowych (S) — 3300
strawnego biatka (E) : — 660 g
suchej masy pokarmowej (T) ¢ — 6000 g

Zapotrzebowanie to ma byé pokryte nastepujgcymi, bedagcymi do dyspozycjii skiad-
nikami paszowymi:

Zawarto§é pokarmowa w 1 kg

Pasze .
® | : S ; E I T
- 1; — kiszone liscie buraczane 89 14 180
'fy — $ruta owsiana 636 88 © 884
fy — otreby Zytnie © 42 11 85
" fy — $ruta jeczmienna 709 80 859
fy — $ruta rzepakowa poekstrakeyjna 535 301 891 °
: f6 — sloma pastewna (jara) 180 8 850
Dzienna racja paszowa jest suma niewiadomych ilosci Xy, Xgyoo- -y Xg poszczeg6l-

nych skladnikéw paszowych (w kg).

Poréwnujge zawartosé skladnikéw pokarmowych S, Ei T w rac31 dziennej z za-
potrzebowaniem na te skladniki otrzymujemy uklad trzech rownan z szeScioma nie-
wiadomymi:
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(1) 80 x, + 636 x, + 42 z, + 709 x, + 535 x; + 180 x5 = 3 300
14x, + 88,1 1lxy+ 80x, + 301, + 8 xz= 660
180 , + 884 x, + 84 x, -+ 859 xx, + 891 x; + 850 g = 6 000

Uklad ten zapisujemy w postaci jednego réwnania tablicowego:

e
5 fa f3 Iy I3 /I ! Ly
S I 8o 836 42 709 ., 835 180§ i 3 {33001
(2) E [ 14 88 11 80 301 8 ! l Ly = { 660
T 180 884 84 859 891 850 | ’ L5 6 000 |

Powyzszy uktad réwnan jest rozwigzalny wieloznacznie, poniewaz niewiadomych
- jest wiecej niz réwnan.

Ogblnie biorgc warto$ci trzech spoéréd sze$ciu wystepujacych tu niewiadomych
mozemy przyja¢ dowolnie, a dopiero potem obliczyé pozostale trzy niewiadome.

Trzy skladniki paszowe, ktérych wartoéci wyznaczaiag réwnania (1), po przy-
jeciu trzech pozostalych dowolnie, nazywamy skladnikami podstawowymi; skladniki
za$, ktérych ilosci przyjmuje sie dowolnie nazywamy uzupeiniajagcymi.

W praktyce idzie o to, aby ustali¢ racje dzienne zlozone ze skladnikéw podsta-
wowych (skladniki, ktérych mamy duze iloéci do dyspozycji) i ewentualnie tylko
czeSciowo zastepowaé je skladnikami uzupelniajacymi ze wzgleddw fizjologicznych.

Przedstawienie w postaci tablicowej metody cze$ciowych substytucji pozwala
unikngé powtarzania dosyé¢ diugich rachunkéw.

Metoda czeSciowych substytucji

Obieramy skiadniki np. f;, f,, i f; jako podstawowe i obliczamy naipierw ich
ilogei przy Karmieniu tylko nimi. Rozwigzujemy w tym celu uklad réwnan (1)
przyjmujac x, = x5=xg=10, tzn. uktad:

§9 636 42 x, | [3300
@ |14 8 1.} x |=| 660
180 834 84 x4 6 000

Wymnazaiac tablice po lewej stronie otrzymuiemy w zwyklym zapisie uklad
trzech réwnan z trzema niewiadomymi x, x, i X, Rozwigzujge ten uktad otrzymu-
jemy nastepujgce wartosci niewiadomych:

2= 8523 ke
4) x,= 1590 kg
x, = 36431 kg

Powyzsze wartosci pasz f, f, i f3 pokrywaja catkowicie zapotrzebowanie zwierzat
na skladniki pokarmowe S, E i T.

Jezeli teraz chcemy dodaé do racji dziennej pewne ilo§ei pozostalych f,, f5 i fg
pasz uzupelniajacych, to iloéei pasz podstawowych nalezy odpowiednio zmienié,
azeby racja dzienna nie zawierala wiecej skladnikéw pokarmowych niz to jest ko-
nieczne.

Obliczamy kolejno wielkoéei cze§ciowego zastepowania (substytucji) pasz pod-
stawowych przez 1 kg kazdej z pasz uzupsiniajacych,

Dla ustalenia np. substytucji pasz podstawowych przez 1 kg paszy f, przyjmu-
jemy w ukladzie (1) x,=1, x;=x5=0.

Otrzymujemy uklad réwnan:

89 x, + 636 x, + 42 x4 + 709 = 3300
(5) 14.7c1+ 88x2+11x3+ 80= 660
180 x; + 884 x, + 84 x, + 859 = 6 000
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Uklad ten spelniaja wartosci:

x; = 9,296 kg
(8) xy= 0,153 kg
x5 = 39,868 kg

Poréwnujgce otrzymane wartosci z wielkosciami (4) widzimy, ze substytucje pasz
podstawowych przez 1 kg pasz f, sg réwne:

Axy= 0,773 kg
(M Az, =—1437 kg
A zxg= 3,237 kg

Dodajac zatem 1 kg paszy f, musimy zwigkszy¢ ilos¢ paszy f; o 0,773 kg, zmniej-
szy¢ ilos¢ paszy f, o 1,437 Fg i zwigkszy¢ ilo$¢ paszy fy-0 3,287 kg.

Przyjmujac w ukladzie (1) x,=0, x5= lixg=0o0raz x;=10, x;=0ix;= 1, otrzy-
mujemy podobnie substytucje pasz podstawowych przez 1 kg paszy f5 oraz f.

Az = 20202 kg
@) Axy= —0357 ..
Ay =—50336

Az =—14,244

© Az,= 118
Axg= 7,88

Ukladamy teraz réwnanie tablicowe, z ktérego oblicza sie substytucje pasz pod-
stawowych przez dowolne ilosci Ty, x5 1 xg pasz uzupeiniajgcych f4, f5 i fﬁ‘

i x, l - 8523 C0,773 20,292 —14,244 x, )
A0 o, I=1 1500 | 11 —1,437 —0,357 1,189 | - | x,
x5 36,431 3,281 —60,336 7,885 X
Przyjmujac w tym réwnaniu dowolnie wartoéci x,, x5 i xp skladnikéw uzupei-

niajacych (w kg), otrzymujemy ilosci x;, Ty 1 2y skladnikéw podstawowych w racji
dziennej.

Nalezy tu oczywiscie braé tylko takie wartosci skladnikéw uzupelniajgcych, aby
ilodci pasz podstawowych byly dodatnie.
Przyklad,

Dodajac x;=10,25 kg, x;=0,15 kg i xz=10 kg do skladnikow podstawowych
fy, fy f3, wartosei xy, Z,, 3 tych ostatnich obliczamy, jak nastepuje z ukladu (10):

x 8523 0,713 20,202 —14,244 0,25
x, | =1 1580 |+ {|—1487 —0,357 . 1,1891 - | 05
X 36,431 3,237  —50,336 7,885 1,0

Wykonujemy mnozenie tablicowe w nawiasie:

x, 8523° © 0,778 4 0,25 + 20,292 . 0,15—14,244 . 1,0
Ty | =1 1580 1+ 1—1,437.025—0,357. 0.5 + 1,18%. 1,0

36,431 3,237+ 0,25—50,336 « 0,5 + 7,885+ 1,0

E 8523 —3,905
z, | =] 1560 4| 0652
xy 36,431 —16,474

A

*3



126 - " Przyczynki — Materialy - -

Sumujemy tablice:

x 4,618
x, | =1 2242
N 19,957

Poréwnujac te tablice otrzymujemy:
Xy = 4618 kg
xy= 2,242
r3=19,957

Widzimy wiee, ze rachunki prowadzace do ustalenia racji dziennych metoda

cze$ciowych substytucji sg dosyé proste.
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