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Wprowadzenie

Jedng z najbardziej rozpowszechnionych koncepcji uwzgledniajacych nie-
pewnos$¢ w podejmowaniu decyzji jest teoria uzytecznosci oczekiwanej, na pod-
stawie ktorej okresla si¢ mozliwe wyniki dziatai poprzez funkcj¢ uzytecznoSci
ryzyka, jako bezwymiarowej podstawowej jednostki uzytecznosci. Kryterium
przyporzadkowania dla alternatywnych dziatain z niepewnym wynikiem jest
wtedy warto$¢ oczekiwana, co z kolei wymaga znajomosci rozktadu prawdo-
podobieristwa wynikéw dziatania. Warto$¢ oczekiwana uzytecznosci ryzyka —
krétko méwiac, warto$¢ oczekiwana funkcji uzytecznoSci — moze zostac¢ okre-
Slona przez inwersj¢ funkcji uzytecznosci na wielkoS¢ pieni¢zna, ktora okresla
si¢ mianem ekwiwalenu pewnoSci [31]. Odpowiada on pewnej gwarantowanej
kwocie pienigdzy, dla ktérej decydent przyporzadkowatby identyczng warto$¢
danej funkcji uzytecznosci jak dla wynikow dziatar alternatywnych, obarczo-
nych niepewnym wynikiem. Uzyteczno$¢ oczekiwana i ekwiwalent pewnosci
prowadza do ustalenia identycznej hierarchii mozliwych wyboréw decydenta.

Zgodnie z definicja, ekwiwalent pewnos$ci warto$ci oczekiwanej odpowiada
warto$ci pieni¢znej pomniejszonej o wielko$¢ premii za ryzyko. Dla tej ostatniej
Pratt [27] opracowat aproksymacje na podstawie wariancji wartoSci oczekiwanej,
ktéra bezposrednio korzysta z modelu oczekiwanej stopy zwrotu, oraz wariancji,
ktéra —cho¢ jedynie pod pewnymi warunkami — jest rtwnowazna koncepcji uzy-
tecznoS$ci oczekiwanej. Zyskata ona rowniez szerokie zastosowanie.

Przy obydwu podejsSciach problem decyzji sprowadza si¢ ostatecznie do
wyboru migdzy alternatywnymi rozktadami prawdopodobieristwa rezultatow
dziatan, ewentualnie tez ich kombinacji. Wystepuje to np. w przypadku lokat
finansowych, dla ktérych rozktady prawdopodobienstwa dotycza oczekiwa-
nych stop zwrotu. Wybodr form inwestycji jest wtedy réwnoznaczny z wybo-
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rem rozktadéw prawdopodobienistwa. Inaczej natomiast ksztaltuja si¢ proporcje
przy rozpatrywaniu ryzyka produkcji, tzn. niepewnosci rzeczywistych plonéw.
W tym przypadku decyzje dotycza zaangazowania czynnikow produkcji we-
dtug kryterium iloSci i czasu, podczas gdy niepewnos$¢ dotyczy wptywu niekon-
trolowanych czynnikéw (takich jak pogoda czy choroby lub szkodniki) na po-
niesione naktady. Niepewnos$¢ wystgpuje zatem w funkcji produkcji. Zazwyczaj
prébuje si¢ ten kontekst wzia¢ pod uwage, rozszerzajac (deterministyczne)
funkcje produkcji o elementy stochastyczne. Konkretnie oznacza to, ze jeSli
x przedstawia wektor czynnikow produkcji, a ¢ reprezentuje zdarzenia losowe,
wtedy fizyczny dochdd oblicza sie zgodnie ze stochastyczng funkcja produkcji
f(x,e). Na podstawie tej metody mozna wtedy wydedukowac reakcje decyden-
tow na zmiany warunkéw ramowych przy uwzglednieniu niepewnosci i stosun-
ku do ryzyka, stosownie do koncepcji uzytecznosci oczekiwanej lub teorii od
niej wyprowadzonych [7, 31].

ChambersiQuiggin[10, 11, 12]krytykujato podejScie, poniewaz nie uwzgled-
nia ono szczegétowych zalezno$ci miedzy niekontrolowanymi zmiennymi
a zmiennymi decyzyjnymi, a zatem niewystarczajaco odzwierciedla sytuacje
decyzyjna. W rzeczywistoSci, na plon maja wptyw réznorodne stany natury (np.
opady, szkodniki itd.), na ktére decydent moze odpowiednio zareagowaé (np.
poprzez nawadnianie lub zwalczanie szkodnikéw). Te zalezne od stanu natury
decyzje nie sg prawidlowo odwzorowywane przez stochastyczng teori¢ funk-
cji produkcji w zaprezentowanej powyzej formie. Z tego powodu Chambers
1 Quiggin opracowali zalezne od stanu (tzn. ,,state-contingent”) przedstawienie
procesu produkcji w warunkach niepewnosci, ktére umozliwia bardziej reali-
styczne przedstawienie zaréwno indywidualnych proceséw decyzyjnych, jak
1 wynikajacych z nich reakcji rynku.

Zaproponowana przez Chambersa i Quiggina teoria jest koncepcja, ktéra
— z jednej strony — jest postgpem od strony metodologicznej, lecz z drugiej —
wciaz brakuje dowodu na jej empiryczne zastosowanie. Préby empirycznego
zastosowania dotycza przede wszystkim oszacowania funkcji produkcji [25,
29], jak i1 analizy efektywnosci [26]. Koncepcja ta zostata wykorzystana row-
niez przez Adamsona [1] w modelu programowania matematycznego.

W artykule zajgto si¢ teorig zaleznoSci od stanu natury w kontekScie pro-
gramowania matematycznego. W pierwszej cz¢Sci wywodu objasniono kon-
cepcyjne podstawy teorii. Nast¢pnie przedstawiono jej zastosowanie w ramach
matematycznej optymalizacji w warunkach niepewnoSci oraz poréwnano do
tradycyjnych koncepcji programowania matematycznego. W koncowej czgsci
artykutu przedstawiono mozliwosci i ograniczenia tej teorii.

Uzyteczno$¢ i wartos¢ transferu ryzyka w teorii zaleznoSci
od stanu natury

Podstawy teorii zaleznoS$ci od stanu natury nie sa nowe. Teoria ta wynika
z wcze$niejszych prac Arrowa i Debreua [3], p6Zniej rozwinigtych i udosko-
nalonych przez Hirshleifera i Rileya [19, 20] w kontekScie teorii decyzji inwe-
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stycyjnych. Uogdélniajac, analizuje ona zachowania uczestnikéw rynku, a wigc
procesy wymiany. Natomiast Chambers i Quiggin skoncentrowali swoje prze-
mysSlenia na stochastycznej naturze proceséw produkcyjnych i ich konsekwen-
cji w procesie podejmowania decyzji.

Podstawowe zatozenie méwi, ze istnieje grupa dyskretnych (przysztych)
stanOw natury, z ktérych jeden bgdzie zrealizowany niezaleznie od wczesniej
podjetej decyzji, jednak z konsekwencjami dla uzyskanych rezultatéw. Jesli
zaklada si¢, upraszczajac, tylko dwa mozliwe stany natury, to istnieje mozli-
woS¢ przedstawienia tych zwiazkow w formie graficznej (rys. 1). Osie oznacza-
ja dochdd, ktory za kazdym razem zostanie uzyskany przy wystapieniu stanu
1 lub 2. Tak wigc punkt y = (y,* y,*) reprezentuje wektor dochodu zaleznego od
stanu natury, ktéry np. wynika z okreslonego programu produkcji.

Jesli decydent postgpowataby wedtug wklestej funkcji uzytecznosci ryzyka u(y),
wtedy uzyskana uzytecznoS¢ oczekiwana U od y = (y,, y,) jest okreSlona jako:

U=mu(y)+ muy,), T, +r,=1 (1)

gdzie & 1 m, przedstawiaja prawdopodobiefistwa wystapienia stanow natury.
Przy wklgstej funkcji uzytecznosci ryzyka (awersja do ryzyka) i danym pozio-
mie uzytecznos$ci U = U’ réwnanie (1) reprezentuje krzywa obojgtnosci uzy-
tecznosci, jak to pokazano na rysunku 1. Wartos¢ oczekiwana dochodow E(y)
w réwnaniu 2:

E(y)=my +my, (2)

wskazuje, ze wszystkie kombinacje zaleznych od stanu dochodéw leza na pro-
stych LL' reprezentowanych przez (2) z nachyleniem (-z,/ x,), prowadzacych do
tej samej wartosci oczekiwanej E(y) (izolinia warto$ci oczekiwanej). Warto$¢
oczekiwana E(y), dla ktorej jest okreS§lona najwyzsza uzytecznos$¢, lezy w punk-
cie przecigcia tych prostych z prosta 45° (od poczatku uktadu wspétrzednych)
1 reprezentuje tym samym sytuacj¢ w warunkach pewnosci, gdyz dochdd dla
obu standw jest identyczny (czyli E(y)). Na prostej 45° leza wszystkie kombina-
cje, dla ktorych obowiazuje y, = y,, dlatego okreslana jest ona rowniez jako pro-
sta pewnosci [19]. Decydent z awersja do ryzyka faworyzowatby pewny doch6d
E(y) w stosunku do kazdej niepewnej perspektywy z ta samg wartoscig oczeki-
wang (tzn. kazda kombinacj¢ na LL" ponizej lub powyzej linii 45°), poniewaz
prowadzitby on do wyzszego poziomu uzytecznosci (U’ na rys. 1). Z drugiej
strony, istnieje dla kazdego niepewnego wektora dochodu y = (y, y,) dochdd
pewny, ktory okresla t¢ sama uzytecznos¢C. Jest to ekwiwalent pewnosci (SA)
i odpowiada na rysunku 1 punktowi przecigcia funkcji krzywej obojetnosci uzy-
tecznosci, ktora przechodzi przez y = (y,* y,*), z linig 45°. R6znica migdzy
wartoScig oczekiwang a ekwiwalentem pewnosci (E(y) - SA) reprezentuje wtedy
premi¢ za ryzyko. Okresla ona sume¢ pieni¢zna, z ktérej decydent z awersja do
ryzyka bylby gotéw zrezygnowaé w zamian za pewnoS$¢. Nie powinna by¢ ona
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mylona z premig (netto) ryzyka, ktdra jest pobierana jako cz¢S¢ sktadek premii
(brutto) w ramach umow ubezpieczenia'.
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Rys. 1. Dochody zalezne od stanu natury, uzytecznos$¢ oczekiwana i ekwiwalent pewnosci

Nachylenie krzywej obojgtnosci mozna okresli¢ na podstawie réwnania
funkcji uzytecznosci oczekiwanej (1) [19]. Wystepuje wéwczas zaleznoS¢:

_% =5 u'(y) (3)
dy, Ussiale 702 u'(y,)

gdzie u’(-) reprezentuje pierwsza pochodna funkcji uzytecznosci. Na tej podsta-
wie warto$¢ bezwzgledna nachylenia krzywej obojetnoSci odpowiada ilorazo-
wi odpowiednich kraicowych uzytecznosci dla wazonych prawdopodobienstw
wystapienia poszczegllnych stanéw. W punkcie przecigcia z linig 45° kazda
krzywa obojgtnosci posiada nachylenie (-7, / x,), tzn. kraficowa stopa substy-
tucji pomigdzy zaleznym od stanu dochodem bgdzie w tym miejscu okreSlona
przez stosunek prawdopodobiefistwa wystapienia standéw (x, / 7,)*.

Zatozenie, ze decydent mogtby zawrze¢ ubezpieczenie, ktére dla nieko-
rzystnego stanu z, umozliwia wyplate odszkodowania, wymaga niezaleznie
od oczekiwanego stanu natury premii P (sktadki ubezpieczeniowej). ,,Szkoda”

! Podstawowe zwiazki miedzy uzytecznoscia oczekiwang, ekwiwalentem pewnosci i premia ryzyka sa
opisane w pozycjach [2, 4, 13, 14, 22].

2 Poniewaz dochody dla obu stanéw sg identyczne, obowiazuje to réwniez dla uzytecznosci kraficowe;j
u’(-) w (3), ktére sie¢ w ten sposéb skréca.
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w przypadku wystapienia z, odpowiada réznicy y, — y,, tak ze przy dowolnym
wyborze stopnia pokrycia a Swiadczenie ubezpieczeniowe w przypadku szko-
dy wynosi a (y, —y,). Warto$¢ oczekiwang dochodu z ubezpieczeniem okresla
wtedy:

EQ) =my, t [y, ay,-y]-P, 4)

z czego wynika, ze w przypadku petnego ubezpieczenia (tj. o = 1) staty dochod
y, — P odpowiada na rysunku 1 punktowi na przekatnej. R6wnanie (4) repre-
zentuje tzw. prostg ubezpieczenia, ktorej dalsze okreSlenie wymaga jeszcze do-
ktadniejszego zdefiniowania premii. Zat6zmy najpierw, ze premia odpowiada
oczekiwanej szkodzie (tzw. uczciwa premia lub premia ryzyka netto), tak ze
P = m, a(y,—y,). Po podstawieniu tego wyrazenia do rownania (4), reduku-
je si¢ ono do (2), tzn. przy uczciwej premii zbiegaja si¢: prosta ubezpieczenia
z poczatkowa izolinig wartoSci oczekiwanej, ktéra z tego powodu jest tez okre-
Slana jako linia jednakowego zysku (fair odds line). Przy zawarciu ubezpie-
czenia z uczciwg premia, przesunatby si¢ tym samym punkt y = (v, * y, *)
7 wzrastajacym stopniem pokrycia na izolinii wartosci oczekiwanej LL” w kie-
runku linii 45°. Kazdy decydent z awersja do ryzyka zawartby w tym przypadku
— niezaleznie od stopnia awersji do ryzyka — petne ubezpieczenie, aby zrealizo-
waé pewny dochdd E (y).

Poniewaz firmy ubezpieczeniowe muszg pokry¢ dochodami z premii oprocz
odszkodowania rowniez koszty administracyjne i koszty ogélne, pobieraja sktad-
ki wyzsze niz wysoko$¢ uczciwej premii. Takze w tym przypadku petne ubez-
pieczenie pozostaje preferowanym rozwigzaniem, dopdki nie jest wymagana do-
datkowa doptata. W tym przypadku premia wynosi P = «, o (y, —y,) + B, przy
czym [ reprezentuje narzut na premi¢ uczciwg. Po podstawieniu do rownania (4),
E(y) wyniesie:

E(y):”1y1+”2y2_ﬁ’ (5)

tzn. ze prosta ubezpieczenia jest przesunigta w stosunku do prostej jednakowe-
go zysku réwnolegle w kierunku poczatku uktadu wspétrzednych. Tym samym,
warunek stycznoSci jest spetniony réwniez w tym przypadku przy pelnym ubez-
pieczeniu, jednakze pewny dochdd jest mniejszy o narzut £ od E(y). Ponadto
ubezpieczenie pozostaje tak dtugo atrakcyjne, dopoki doptata nie przekroczy
zgodnie z powyzsza definicja premii za ryzyko.

W praktyce ubezpieczerh wzgledne narzuty premii sg regula, tzn. obowigzuje
P=mn,a((,-y,) (I +7y), przy czym y przedstawia udziat, o ktéry premia za
ryzyko netto zostanie zwigkszona. Podstawiajac to wyrazenie do réwnania (4),
otrzymujemy:

Ey)=(@ -ayzm,)y, +o,(l tayy,

lubz 7,=1-=,:

Ey)=[1-m,(1 +aply + =, +ayy, (6)
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Z czego nachylenie prostej ubezpieczenia jest okreslone jako:

_1—7r2(1+a7)
72'2(1+0{}/)

W poréwnaniu do prostej jednakowego zysku o nachyleniu (7, /7,) = (1 -x,)/ ,,
prosta ubezpieczenia przebiega teraz bardziej ptasko. Z powodu warunku styczno-
$ci czgsciowe ubezpieczenie (tj. stopien pokrycia a < 1) bedzie optymalne.

Uwzglednienie decyzji produkcyjnych

Dotychczasowa analiza odnosi si¢ do transferu ryzyka w okreSlonej sytuacji
wyjSciowej w odniesieniu do dochodu zaleznego od stanu natury. W Srodowi-
sku produkcyjnym transfer ryzyka jest wynikiem decyzji produkcyjnych, ktére
sq reakcja na sytuacje niepewnoSci. Uwzglednienie tych dziatan w kontekscie
teorii zalezno$ci od stanu natury wymaga odpowiedniego sformutowania sto-
chastycznej technologii produkcji. Ogélnie mozna ja scharakteryzowaé jako
funkcje¢ transformacji 7' w nastgpujacy sposéb [30]:

T(x,z) =0 (7)

Réwnanie (7) jest niejawnym opisem wszystkich technicznie wydajnych
mozliwosci produkcyjnych, przy czym x przedstawia wektor (x,, ..., x,) czyn-
nikéw produkgeji (inputs), a z wektor (z,, ..., zg) zaleznych od stanu wielkosci
produkcji (outputs)’. W jawnej postaci (4) mozna przedstawic¢ jako warunek
funkcji produkcyjnych zaleznych od stanu:

zy=fo(X1, s xy)  5€EQ (8)

Funkcja f, jako element zbioru £ funkcji produkcji, definiuje maksymalng
wielko$¢ produkcji (output) dla stanu s w zaleznosci od wektora czynnik6w x
(input). Powyzsza relacja obowigzuje przy zatozeniu, ze decyzje produkcyjne
zostang podjete zanim stan okaze si¢ prawda oraz ze zbidr czynnikéw produkcji
jest ograniczony.

Ograniczajac rozwazanie do dwoch mozliwych standéw natury, mozna te
zwiazki przedstawi¢ graficznie. Na rysunku 2 zaprezentowano obydwa stany
natury — rok suchy (stan 1) oraz rok z normalnymi opadami deszczu (stan 2).
Uprawiajac rosliny na okreSlonej powierzchni bez sztucznego nawadniania,
osiaga si¢ przy stanie 2 wysokie plony, natomiast podczas suszy (stan 1) plony
sq znacznie nizsze. Przy zalozeniu statej liczby czynnikéw produkcji (ziemia,
praca, Srodki finansowe), ktére dotatkowo moga zosta¢ zmienione przez zain-
stalowanie na okreSlonej powierzchni systemu nawadniania, wielko$¢ produkcji
zapewniajaca dochody w czasie suszy wzrostaby, podczas gdy przy normalne;j
iloSci opadéw bytaby nizsza, poniewaz cze$¢ czynnikéw produkcji powigza-

3'W tej formie réwnanie (7) opisuje technologi¢ jednego produktu.



Optymalizacja produkcji w zaleznoSci od stanu natury w warunkach niepewnosci 9

na z systemem nawadniania nie zapewnitaby dochodéw*. Na rysunku 2 punkt
y=(y, y,”) reprezentuje sytuacje ograniczonego zakresu nawadniania. W takim
przypadku, podczas suszy zostanie uzyskany niski dochéd (y ), natomiast przy
normalnych opadach — dochéd wysoki (y,’). Wraz ze wzrostem nawodnionej
powierzchni wielkos¢ produkcji zapewniajaca dochdd (przy przyjetych cenach
produktéw) oraz zalezne od stanu natury dochody dazytyby w kierunku krzywe;j
transformacji, co przedstawiono na rysunku 2: zwigkszenie nawadniania prowa-
dzi do uzyskania wyzszych dochodéw podczas suszy, natomiast w przypadku
opadéw deszczu, na skutek poniesionych kosztéw, dochody sa nizsze. Koszty
te mozna poréwnac do sktadek ubezpieczeniowych, poniewaz sg one ponoszone
niezaleznie od wystapienia danego stanu, dajac mozliwosc¢ reakcji w przypadku
wystapienia stanu niekorzystnego (susza).

Krzywa transformacji reprezentuje rézne kombinacje wielkosci produkcji
(outputs) zaleznej od stanu natury i implikuje tym samym ich substytucyjnos¢,
ktérej uwzglednienie jest specyficznym elementem tej teorii i odrdznia ja od
zazwyczaj przeprowadzanych analiz funkcji produkcji [12]. Jesli analiza odnosi
si¢ do funkcji kosztow zamiast funkcji produkcji, to obowiazuje substytucyj-
no$¢ dla zaleznych od stanu natury czynikéw produkcji.

Dla decydenta obowiazywataby funkcja celu maksymalizujaca uzytecznoS¢
oczekiwang zgodnie z rownaniem (1), ilustrowana przez krzywa obojetnosci uzy-
tecznoSci na rysunku 2. Optymalna kombinacja zmiennych dochodéw zaleznych
od stanu natury jest wtedy okreslona przez ich punkt stycznosSci z krzywa mozli-
wosci dochodu y = (y/’, y,”). W tym przypadku krarficowa stopa substytucji mie-
dzy dochodami zaleznymi od stanu natury odpowiada wartoSci bezwzglednej na-
chylenia krzywej obojetnosci, zgodnie z réwnaniem (3). Na rysunku 1 okreSla ja
punkt przeciecia krzywej obojetnosci uzytecznosci y = (y %, y,”) z prosta 45° i jest to
ekwiwalent pewnosci (SA). Zgodnie z powyzszym, nachylenie krzywej oboj¢tnosci
odpowiada stosunkowi prawdopodobieristwa wystapienia stanéw 7, / ,, reprezen-
tujacemu nachylenie linii jednakowego zysku, na ktérej leza wszystkie kombinacje
zaleznych od stanu dochodéw oznaczajacych t¢ sama warto$¢ oczekiwanag E(y). Jest
ona przedstawiona na rysunku 2 przez przecigcie linii jednakowego zysku z prze-
katna. Réznica E(y) - SA okreSla tym samym premi¢ za ryzyko.

Rozwazmy teraz ponownie mozliwos$¢ ubezpieczenia, ktére za optata uczci-
wej premii w przypadku suszy (tj. w stanie z,) umozliwia wyptate odszkodo-
wania. Ubezpieczenie tego rodzaju ma charakter tzw. ubezpieczenia od utraty
plonu lub utraty zysku. Jest ono oferowane np. w USA lub w Hiszpanii [6, 24,
33] i obecnie jest coraz cz¢sciej przedmiotem dyskusji [6, 8, 18, 33]. Zgodnie
z powyzszym, zakres ubezpieczenia zostatby ustalony tak, Zeby uzyteczno$¢
oczekiwana byta maksymalna. To oznaczatoby petne ubezpieczenie poziomu
i struktury produkcji w punkcie y’ i zagwarantowatoby pewny dochéd w wyso-
kosci wartoSci oczekiwanej E(y) na rysunku 2.

4 Tak bytoby w przypadku, gdyby w celu finansowania systemu nawadniania cz¢$¢ powierzchni zostata
sprzedana, lub przy finansowaniu zewnetrznym cz¢$¢ produkcji zostata uzyta do pokrycia kosztéw kapi-
tatow obcych, pomniejszajac tym samym dochdd.
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Rys. 2. Dochdéd zalezny od stanu i optymalny program produkcji

Uzyteczno$¢ moze jednak zostaé jeszcze bardziej zwigkszona, jesli zostanie
wybrany inny punkt na krzywej transformacji (rys. 3). Ten punkt jest zloka-
lizowany w miejscu, w ktérym nachylenie krzywej transformacji odpowiada
stosunkowi prawdopodobienistwa stanéw x, / «,, cO nastgpuje w punkcie y".
Whioskujac z rysunku 3, poziom uzytecznosci dla tego punktu jest wyzszy niz
petne ubezpieczenie dla poczatkowego poziomu i struktury produkcji. Punkt
wybrany na krzywej mozliwosci dochodéw jest tym, ktéry maksymalizuje
warto$¢ oczekiwang dochodu z rynku y” (bez ubezpieczenia). W poréwnaniu
do sytuacji wyjsciowej, implikuje on bardziej ryzykowny program produkcji.
W wybranym przyktadzie oznacza to mniej nawadniana, a w zwiazku z tym
wyzsze wplywy ze sprzedazy przy wystarczajacych opadach, oraz niskie do-
chody z powodu suszy, ktére zostang zrekompensowane przez Swiadczenia
ubezpieczeniowe. Poniewaz uczciwa premia odpowiada wartosci oczekiwanej
Swiadczeni z ubezpieczenia, to catkowity dochdd y” = (y ', y,"), niezaleznie od
pojawiajacych si¢ stanOw natury, jest rowny wartoSci oczekiwanej wptywow
z rynku. Odpowiada to pelnemu ubezpieczeniu, ktére zostatloby wybrane przy
uczciwej premii przez kazdego decydenta z awersja do ryzyka. Przy procento-
wym narzucie na uczciwg premi¢, ktory jest ogélnie stosowang praktyka, pro-
sta ubezpieczenia przebiegataby bardziej stromo niz linia jednakowego zysku,
co przy pozostaltych warunkach réwnych (c.p.) prowadzitoby do czgSciowego
ubezpieczenia i do programu produkcji z nieco mniejszym ryzykiem [5]. Na
rysunku 3 bytoby to reprezentowane przez punkt na krzywej mozliwosci pro-
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dukcyjnych, lezacy pomiedzy y’ i y". Przedstawiona tutaj zaleznos¢ decyzji pro-
dukcyjnych oraz decyzji o uzyciu instrumentéw zarzadzania ryzykiem (w tym
przypadku ubezpieczenia) pokazuje, ze obszary te musza by¢ zawsze analizo-
wane jednoczes$nie.

linia obojetnosci

y 2m .-_! :1
vel 1 ON ~ ‘~~ == y=01% ")
y2V R4 \

krzywa mozliwosci
produkcyjnych
45° Y1

ym ° Y susza

Rys. 3. Optymalny program produkcji przy zawarciu ubezpieczenia

deszcz

Rozszerzenie powyzszych rozwazan o wigcej produktow 1 wigksza liczbe
standw natury pozwala na sformutowanie problemu decyzyjnego jako problemu
optymalizacji przy nast¢pujacych warunkach pobocznych:

max {U= ZS T u(ys)}

Yy =2z,p =k (%)
przy warunkach pobocznych:

T(Zs,x) <0 se)
x=0 )

Przy czym z_jest wektorem okreslajacym wielkoS¢ produkcji przy stanie s,
p wektorem deterministycznie zatozonych cen produktéw, k (x) funkcja kosz-
tow, ktéra réwniez jest zalezna od stanu natury 7(z,x) i okre§la mozliwosci
produkcyjne danego zbioru czynnikéw produkc;ji. Wektor x reprezentuje instru-
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mentalne zmienne w formie dziatalnosci, ktére musza by¢ zdefiniowane (czgscio-
wo) zaleznie od stanu natury, aby prawidtowo zilustrowa¢ problem decyzyjny.

Teoria zaleznoSci od stanu i programowanie matematyczne

Problemy optymalizacji z ograniczeniami sa zazwyczaj rozwiazywane meto-
da programowania matematycznego, ktére w réznych formach znalazto zastoso-
wanie w badaniach zwiazanych z problemami podejmowania decyzji. Wyr6znic
mozna (deterministyczne) programowanie liniowe jako model wyjsciowy, jak
rOwniez jego rézne modyfikacje, majace na celu uwzglgdnienie niepewnych
oczekiwan, w tym model oparty o oczekiwang stopg zwrotu i wariancj¢, oraz
jego linearng alternatywg¢: MOTAD [15], jak 1 maksymalizacj¢ uzytecznoSci
oczekiwanej [14, 16, 20].

Poniewaz koncepcja Chambersa i Quiggina zaktada stany dyskretne, kto-
re znajduja wyraz w dyskretnych warunkach pobocznych (patrz réwnanie 9),
programowanie matematyczne mozna uzna¢ z powodu jego specyficznych wia-
Sciwosci za oczywista metode pozwalajaca na empiryczne zastosowanie teorii
zalezno$ci od stanu natury. Umozliwia to wprowadzenie normatywnych zale-
cefl na poziomie przedsigbiorstwa, co jest od dtuzszego czasu domeng modeli
programowania matematycznego. W coraz wigkszym stopniu programowanie
matematyczne bedzie uzywane — czgSciowo takze w kombinacji z metodami
ekonometrycznymi — réwniez do analizy pozytywnej’. Wspomniane na wstgpie
badania Adamsona [1], wykorzystujace programowanie liniowe do implemen-
tacji teorii zaleznoSci od stanu, stuza ostatecznie analizie pozytywnej. Z tego
wzgledu w kolejnych podrozdziatach zostang przedstawione podstawowe kon-
cepcje kryjace si¢ za tymi teoriami, przy podkreSleniu zwiazku z teorig zalezno-
Sci od stanu natury.

Model programowania liniowego

Punktem wyjScia dla kolejnych rozwazan bedzie model programowania li-
niowego (PL). W kontek$cie niepewnych oczekiwan, podejscie to jest repre-
zentowane jako maksymalizacja oczekiwanego zysku, zgodnie z nast¢pujaca
formuta:

max {E(G) = c'x — f}
X
przy warunkach pobocznych:

Ax<b (10)

1x=0

5 Jako przyktady mozna przytoczyé stworzone dla analizy sektora systemy modelowe CAPRI [9],
DREMEFIA [23] lub FAMOS [32], ktére zawieraja modele matematycznego programowania na poziomie
grupy regionalnej i zaktadowe;.
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gdzie E (G) jest wartoScig oczekiwang zysku, jako zmienna zalezna; c jest wek-
torem n x 1 oczekiwanych wartoSci nadwyzki bezpoSredniej z poszczegdlnych
dziatalnosci®, a x reprezentuje wektor n x 1 rozmiaréw dziatalnosci. Koszty
stale f sa dla Scistosci réwniez ujgte, mimo iz nie maja wptywu na rozwiaza-
nie problemu optymalizacji. Rozmiary dziatalnoSci zostana ograniczone przez
wektor m x 1 dostgpnych zasobéw b. Pierwszy warunek poboczny zapewnia, ze
suma wymagan dziatalnoSci nie przekroczy dostgpnych zasobéw, podczas gdy
drugi warunek przedstawia nieujemne rozmiary dziatalnosci.

Macierz A n x m zawiera wspotczynniki techniczne i tworzy wspdlnie z pa-
rametrami funkcji celu (¢) dziatalnosci, technologie w formie liniowo zdefinio-
wanych proceséw. Uwzglednia si¢ niepewnos$¢ docelowych parametréw funkcji
celuiich zalezno$¢ od mozliwych (dyskretnych) stanéw natury. Zachodzi wéw-
czas zwigzek:

c=nC (11)

gdzie 7 jest wektorem s X 1 prawdopodobienistwa stanu, a C reprezentuje ma-
cierz typu s x n wartoSci docelowych kazdej dziatalnosci (kolumn), w zalezno-
Sci od odpowiedniego stanu (wiersze). WartoSci docelowe ¢ mozna tym samym
zinterpretowaé jako wartosci oczekiwane [15]. Stochastyczny charakter efek-
tow produkcyjnych jest uwzgedniony, jednakowoz bez szczegdlnego uwzgled-
nienia jego zaleznosci od stanu natury. Ponadto funkcja celu zaktada neutralne
zachowanie decydenta wobec ryzyka.

Nieliniowa optymalizacja wedlug modelu Markovitza

Najbardziej znanym rozszerzeniem wyzej przedstawionego modelu progra-
mowania liniowego, w celu zrozumienia awersyjnych zachowarn w stosunku do
ryzyka, jest zaproponowany przez Markovitza model oparty o oczekiwana stopg
zwrotu i wariancj¢ (E'V). Maksymalizuje on ekwiwalent pewnosci (SA), zgodnie
z aproksymacja wedtug Pratta [30]:

-U'(G)
Uu(G)
przy czym E(-) i Var(-) okreSlaja warto$¢ oczekiwang i operator wariancji, pod-
czas gdy R[-] reprezentuje bezwzgledna funkcje awersji do ryzyka. Przy za-
tozeniu statej bezwzglednej awersji do ryzyka, tzn. funkcji wyktadniczej jako
funkcji uzytecznosci ryzyka, otrzymamy ekwiwalent pewnosci jako:

SAzE(G)%—R[E(G)]Var(G), z R[G]= (12)

SA = E(G)—%Var(G) (13)

gdzie A reprezentuje stopiefi bezwzglednej awersji do ryzyka [6]. Ten problem
optymalizacyjny mozna sformutowac w nastgpujacy sposéb:

¢ Nadwyzka bezposrednia stanowi réznic¢ migdzy przychodem z danej dziatalnosci a kosztami bez-
posrednimi.
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max {SA - £(G) - Var(G)}

SA =E(c)’x—f—%x'Vx (14)
przy warunkach pobocznych:
Ax<b
ix=0

przy czym E(c) jest wektorem n x 1 oczekiwanych wartosci docelowych i V re-
prezentuje macierz kowariancji n x n. Powyzsze formuty przedstawiaja nieli-
niowy problem optymalizacyjny. Poprzez powtarzanie rozwiazania dla wariacji
parametru awersji do ryzyka 4, mozna stworzy¢ efektywne ograniczenie.

Opis technologii w modelach PL i EV jest w znacznym stopniu podobny.
Wiynika to z faktu, iz macierz kowariancji V jest zwigzana z macierza C zalez-
nych od stanu warto$ci docelowych poprzez kolejny zwiazek [14]:

V=FIF, gdzie F=C-Ic' (15)

przy czym F' jest macierza odchyler wartoSci docelowych zaleznych od stanu
s X n od ich odpowiednich wartoSci oczekiwanych, a 1 jest zdefiniowane jako
wektor jedynek s x 1. Macierz I/ s x s zawiera prawdopodobienistwa stanu
na gtéwnej przekatnej, a oprocz tego zera. Podobnie jak w teorii PL, rowniez
w tym przypadku nie wystepuje wyrazne uwzglednienie zaleznoSci od stanu.

Bezposrednia maksymalizacja uzytecznoSci oczekiwanej

Rozszerzajac ograniczenia modelu o liczbg dyskretnych stanéw natury,
mozna za pomoca nieliniowej optymalizacji bezpoSrednio zmaksymalizowaé
warto$¢ oczekiwang uzytecznosci ryzyka, jak zostalo to przedstawione przez
Lamberta i McCarla [21]:

max {E(U) ="' U(g);

przy warunkach pobocznych:

Ax<b (16)
Cx-Ig=1f

ix=0

przy czym U(-) reprezentuje funkcj¢ uzytecznosci ryzyka, g jest wektorem s X 1
zyskéw réznych standéw, a 7 oznacza wektor s x 1 prawdopodobieristwa stanu.
C jest macierza s X n zaleznych od warunkéw wartoSci nadwyzek bezposred-
nich i I macierza jednostkowa typu s X s.
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Technologia produkcji jest zdefiniowana w tak sformulowanym mode-
lu przez dziatalnoSci z odpowiednimi wspétczynnikami w macierzach A i C.
Poniewaz uwzglednione sa r6zne stany natury, model pozwala na zdefiniowanie
zaleznych od stanu technologii, co jednak wymaga odpowiedniej definicji po-
szczegOlnych dziatalno$ci i ograniczen.

Schemat optymalizacji na rysunku 4 obrazuje zwiazki opisane powyzej.
Pierwsza kolumna zawiera wektor poziomu dziatan x, jak i macierze A i C.
Druga kolumna reprezentuje obliczenie dochodu zaleznego od stanu z ze zwigz-
knCx-gl=1Ff

1,2, ..,n 1,2, ...,8
| ‘ | 3 |

| max — 7' U(q) |

1,

2
A <|b

m
~ —

1,

2,
C 1 =|1f

S

Rys. 4. Schemat optymalizacji w modelu uzytecznosci oczekiwane;j

Rysunek 5 przedstawia technologi¢ zalezng od stanu natury. Macierz A skta-
da si¢ z podmacierzy A.. Podwektor x, reprezentuje przy tym niezalezne od sta-
nu natury dzialania, a bz oznacza mezalezne od stanu ograniczenia. Podwektory
x, (j = 1,2, ...,5) zawieraja te dzialania, ktore zostaty sformutowane zaleznie od
stanu. Sa one polaczone poprzez podmacierze A, (j = 1,2, ..., s) z niezaleznymi
od stanu ogranlczemaml i poprzez przekatne An,(=12..,5)z zaleznymi od
stanu ograniczeniami. Réwniez niezalezne od stanu dz1a1an1a x, mogg wykazy-
wac zwiazki do zaleznych od stanu ograniczen b, (i = 1,2, ..., s ) ktére zawarte
sa w podmacierzach Aﬂ), (=12, ..,5s).
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Rys. 5. Schemat optymalizacji z uwzglgdnieniem zalezno$ci od stanu natury

Problem optymalizacji przy uwzglednieniu zaleznoS$ci od stanu mozna przed-
stawic jako:
max {E(U) = 7'U(g)}

przy warunkach pobocznych:

k
ZA,»,-X <b, i=012,.s (17)
Jj=0

Technologia produkcji jest teraz zdefiniowana przez dziatalnoSci z odpo-
wiednimi wspoéiczynnikami w macierzach A oraz macierzy C, przy uwzgled-
nieniu odpowiednich warunkéw pobocznych jak w formule mozliwoSci pro-
dukcji T'(z, x) (9).



Optymalizacja produkcji w zaleznoSci od stanu natury w warunkach niepewnosci 17

Przyklad zastosowania teori zaleznosci od stanu natury

Na zaprezentowanym w kolejnych podrozdziatach przyktadzie zostang ob-
jasnione wiasciwoSci omowionej teorii. W tym celu zostanie wykorzystany
uproszczony model zaktadu rolnego produkujacego pszenic¢ ozima, jgczmien,
ziemniaki oraz cebulg. Ziemniaki i cebula moga by¢ w razie potrzeby nawad-
niane, przy czym ta mozliwos¢ jest ograniczona’. W celu objasnienia r6znic
pomigdzy teoriami, model zostanie sformutowany na podstawie tych samych
danych, lecz w r6zny sposob: najpierw jako model programowania liniowego
na podstawie warto$ci oczekiwanej, nastgpnie jako model oparty o oczekiwang
stopg zwrotu i wariancj¢ i ostatecznie jako teoria uzytecznosci oczekiwanej dla
zaleznych od stanu natury dziatan oraz przy braku ich uwzglednienia.

Dane wyjsciowe i model podstawowy

Stany natury zostana odzwierciedlone stosownie do iloSci opadéw podczas
okresu wegetacyjnego. Z powodéw uproszczenia bgeda rozréznione tylko cztery
stany natury, reprezentujace rok mokry (S)), rok ze Srednimi opadami (S,), rok
suchy (S,) oraz rok suszy (S,). W tabeli 1 zostaty przedstawione plony ptodow
rolnych dla jednostkowych stanéw natury. W ostatniej kolumnie dla ziemnia-
kéw i cebuli zostaty uwzglednione podane iloSci wody dla wariantéw nawad-
niania. Za pomocg prawdopodobieristw stanéw (i) mozna obliczy¢ wartosci
oczekiwane w ostatnim wierszu tabeli.

Tabela 1
Plony zalezne od stanéw natury i iloSci nawadniania
Prawdo-
rawdo- Ziemniaki Ziemniaki CSP™  Cebula  Wielkosé
podobien- Psze- Jecz- bez
Stwo nica i bez nawad- z nawad- nawad- 2 nawad- nawad-
Stany natury ) niania nianiem . nianiem  niania
i niania
plony dt/ha mm
S, mokry rok 0,20 78,2 79,2 650,0 650,0 427.5 427.5 0
S, $redni rok 0,50 92,0 88,0 520,0 585,0 451,3 475,0 90
S, suchy rok 0,20 73,6 74,8 195,0 552,5 190,0 427.5 250
S4 susza 0,10 36,8 44,0 130,0 520,0 95,0 380,0 350
Wartosci 80,0 792 442, 5850  358,6  446,5 130
oczekiwane

Na podstawie cen i kosztow zmiennych przedstawionych w tabeli 2 zostaty
obliczone zalezne od stanu natury nadwyzki bezposrednie z poszczegdlnych
dziatalnoSci produkcyjnych oraz ich wartoSci oczekiwane i odchylenia standar-
dowe. Dla wariantéw nawadniania zostaty obliczone w ostatniej kolumnie ta-

7 Dane w przyktadzie sa oparte na udokumentowanych zatozeniach. Zrédlem informacji dla tych obli-
czef s3 dokumenty Izby Rolniczej NRW (Niemcy) uzupetnione przez oszacowania eksperckie.
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beli 2 zalezne od stanu zmienne koszty nawadniania. Wynosza one 2 €/mm na-
wadniania. Nadwyzki bezposrednie wskazuja, Ze ziemniaki i cebula szczegdlnie
wrazliwie reaguja na nizsze opady. Standardowe odchylenie dla ich progéw
rentowno$ci mozna obnizy¢ poprzez zastosowanie nawadniania.

Tabela 2
Nadwyzki bezposrednie zalezne od stanu natury
Prawdo- .
rawdo Ziem- Ziem- Cebula Zmienne
podo- o . Cebula

bieri- Psze- Jecz-  niaki bez niaki bez 2 nawad- oszty

Stany natury StWO nica mief nawad- znawad- nawad- nianiem nawad-
. niania nianiem niania niania®

i

Nadwyzki bezposrednie €/ha €/ha

S, mokryrok 0220 48840 471,20 272500  2725,00 2488,75 248875 0,00
S, Srednirok 0,50 654,00 568,00 1880,00 2122,50 2738,13 2807,50 180,00
S, suchyrok 0,20 433,20 42280 -232,50  1591,25 -5,00 1988,75 500,00
S, susza 0,10 -840 84,00 -655,00 1180,00 -1002,50 1290,00 700,00

Wartosci oczekiwane 510,48 471,20 1373,00 2042,50 1765,56 242825 260,00
Odchyleniestandardowe 196,25 141,94  1192,02 459,87 1403,83 490,76 218,17
Koszty €/dt 12,00 11,00 6,50 6,50 10,50 10,50
Zmienne koszty €/ha® 450,00 400,00  1500,00  1500,00  2000,00 2000,00

22 €/mm nawadniania; ® Bez kosztow nawadniania.

W tabeli 3 przedstawiono standardowe podejScie programowania liniowego
w oparciu o warto$¢ oczekiwang. Zatozono przy tym, ze gospodarstwo posia-
da 240 ha powierzchni gruntéw ornych i zasoby pracy wynoszace 6000 ro-
botnikogodzin (rbh). Dalsze ograniczenia dotycza wielkoSci upraw ziemniakow
i cebuli (jedna trzecia powierzchni uprawnej dla kazdej z tych upraw) oraz upraw
jeczmienia (dwie trzecie powierzchni). Pszenica moze zajmowa¢ maksymalnie
polowe powierzchni uprawnej. Systemy nawadniania zapewnia odpowiednie
inwestycje. Koszty raty rocznej zostaty skalkulowane na 350 €/ha.

Optymalnym rozwiazaniem (tab. 4) tego modelu jest struktura zasiewow,
w ktorej ziemniaki i cebula sg uprawiane w maksymalnym rozmiarze, okreslo-
nym przez wymogi ptodozmianowe. Pozostala powierzchnia zostanie obsiana
pszenica. Cata powierzchnia uprawy ziemniakéw (79,2 ha) zostanie nawodnio-
na. Cebula bgdzie uprawiana na powierzchni 14,1 ha. Laczny obszar nawodnien
wyniesie 93,3 ha. Powierzchnia gruntéw ornych (przy uwzglednieniu ograni-
czen ptodozmianowych) i zasoby pracy zostaty w peini wykorzystane. Cena du-
alna gruntéw ornych wynosi 356 €/ha, co oznacza, ze zwigkszenie powierzchni
tych gruntéw o 1 ha spowoduje wzrost nadwyzki bezpoSredniej z catego gospo-
darstwa o 356 euro. Natomiast cena dualna pracy wynosi 39 €/rbh. Oczekiwa-
na catkowita warto§¢ nadwyzki bezposredniej wynikajaca z tego rozwiazania
réwna si¢ 320 000 euro. Przy wzigciu pod uwagg parametréw zaleznych od sta-
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nu natury (tab. 2), mozna réwniez obliczy¢ odchylenie standardowe nadwyzki
bezposredniej z catego gospodarstwa. Wynosi ono 143 291 euro, co odpowiada

ok. 45% wspoéiczynnika wariancji.

Tabela 3

Model programowania liniowego na podstawie wartosci oczekiwanej

dla przykladowego zakladu
—~ ~ Lo~ ~ ' <
< < < < o]

:& 3 2 3£ E2& (& g5 ¢ =
5. < = -8 ~Ng 8= 5 2 53
Wyszczegdlnienie E g S 8 $§ =28 =§ = 2 2%
SE § E ©EE £§8 2E S% ¢ 2%
&2 9 5 £S5 EE £8 =E g =&
QS N o 5 S £ = < S .S ] o
3 n 559 9 3 5 @] 3 o= -
N Z A 2 K 2 L < 2 o = < 8

=i s Nz £ O =

Nadwyzka bezposrednia

-350,00 510,48 471,20

1373,00 2042,50 1765,56 2428.,25

(max)

zalla)lns gruntéw ornych | | | | | | < 240
Bilans pracy (rbh/rok) 11 10 25 33 30 38 < 6000
Pszenica max 50 % 0,5 -0,5 -0,5 -0,5 -0,5 -0,5 < 0
Jeczmien max 67 % -0,67 033 -0,67 -0,67 -0,67 -0,67 < 0
Ziemniaki max 33 % -0,33  -0,33 0,67 0,67 -0,33 -0,33 < 0
Cebula max 33 % -0,33  -0,33 -0,33 -033 0,67 0,67 < 0
Obszar nawadniania (ha) -1 1 1 < 0

Tabela 4
Optymalne rozwiazanie modelu wyjsciowego
Dzialania J.m. Powierzchnia Ceny dualne
Powierzchnia nawodnien ha 93,3 -
Pszenica ha 81,6 -
Jeczmien ha - 0,19
Ziemniaki bez nawadniania ha - 6,81
Ziemniaki z nawadnianiem ha 79,2 -
Cebula bez nawadniania ha 65,1 -
Cebula z nawadnianiem ha 14,1 -
Ograniczenia Niewykorzystane Ceny dualne
zasoby

Powierzchnia uprawna ha - 355,95
Sita robocza rbh/rok - 39,09
Pszenica max 50 % ha 38,4 -
Jgczmien max 67 % ha 160,8 -
Ziemniaki max 33 % ha - 322,13
Cebula max 33 % ha - 512,45
Powierzchnia nawadniana ha - 350,00
Nadwyzka bezposrednia z calego gospodarstwa euro/rok® 319.943 (143.291)

® Odchylenie standardowe w nawiasach.
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Model oparty o oczekiwang stope zwrotu i wariancje

Standardowy model programowania liniowego nie uwzglednia istoty nie-
pewnosci i moze zostaé zastosowany przez decydentdw o postawie neutralnej
wobec ryzyka. Dla wyjasnienia zachowan awersyjnych do ryzyka mozna za-
stosowaé metodg¢ oparta o oczekiwang stopg zwrotu i wariancje¢, dlatego w tym
celu powyzszy model zostanie rozszerzony o macierz kowariancji docelowych
nadwyzek bezposSrednich. Mozna ja okreSli¢ na podstawie zaleznych od stanu
nadwyzek bezposrednich podanych w tabeli 2, przy wykorzystaniu réwnania
(15). Macierz t¢ przedstawiono w tabeli 5.

Z funkcji celu maksymalizujacej catkowita warto$¢ nadwyzki bezposrednie;j
w modelu deterministycznym zostanie teraz zmaksymalizowany ekwiwalent
pewnoSci catkowitej nadwyzki bezposredniej, zgodnie z aproksymacja Pratta,
oraz przy uwzglednieniu statej bezwzglednej awersji do ryzyka, zgodnie z réw-
naniem (13). W tym przypadku mozna ograniczy¢ rozwazanie do nadwyzki
bezposredniej, poniewaz koszty state, jak i niezalezne od produkcji transfery
— o ile zostang przyjete za deterministyczne — nie wptywaja na wariancj¢ miary
ryzyka i maja tylko nieznaczny wplyw na ekwiwalent pewnos$ci. Tym samym
mozna stwierdzi¢ brak wptywu na optimum ze strony tych wielkosci®.

Tabela 5
Macierz wariancji i kowariancji nadwyzek bezpoSrednich
Ziemniaki  Ziemniaki Cebula Cebula
Wyszczegblnienie  Pszenica  Jgczmien — bez nawad- z nawad- bez nawad-  z nawad-
niania nianiem niania nianiem
Pszenica 38.515 27.785 160.455 54.455 237.593 92.802
Jeczmien 27.785 20.146 118.604 41.636 171.390 66.683

Ziemniaki bez

.. 160.455 118.604 1.420.910 524.639 1.571.985 484.460
nawadniania

Ziemniaki z na-
wadnianiem

Cebula bez
nawadniania

54.455 41.636 524.639 211.477 536.156 161.267

237.593 171.390 1.571.985 536.156 1.970.734 663.880

Cebula z na-

. 92.802 66.683 484.460 161.267 663.880 240.841
wadnianiem

8 Byloby inaczej, gdyby zamiast stalej absolutnej awersji do ryzyka przyjeto stata wzgledna (i spadajaca)
awersj¢ do ryzyka, poniewaz w tym przypadku warto$¢ oczekiwana funkcji celu pozostaje w multipli-
katywnym zwiazku do wariancji [6].
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Maksymalizacja uzytecznosci oczekiwanej

Aby zastosowa¢ model uzytecznosci oczekiwanej zgodnie z rownaniem (16)
1 rysunkiem 4, nalezy okresli¢ funkcje uzytecznoSci U(z). Analogicznie jak
w modelu opartym o oczekiwang stopg¢ zwrotu i wariancj¢ przedstawiong
w podrozdziale ,,Nieliniowa optymalizacja wg modelu Markowicza”, zaktada
si¢ stala bezwzgledna awersje do ryzyka, co implikuje funkcje uzytecznoSci
w formie:

Uz)=1-e*

gdzie A reprezentuje stopien bezwzglednej awersji do ryzyka. Uzyteczno$¢
oczekiwang oblicza si¢ wtedy jako:

E(U) = gns(l - e—AzS)

przy czym zg przedstawia catkowite nadwyzki bezposrednie w dyskretnych sta-
nach s = 1, 2, ..., S. Macierz A odpowiada macierzy w metodzie uzytecznosci
oczekiwanej deterministycznego modelu PL (tab. 3), przy braku uwzglednienia
technologii zaleznej od stanu natury, a macierz C zawiera zalezne od warunkow
nadwyzki bezposrednie z tabeli 2.

W celu zdefiniowania technologii zaleznej od stanu natury macierz A zosta-
nie podzielona zgodnie z rysunkiem 5 na podmacierze pojedynczych standw.
Stany S, do S, reprezentuja przy tym rozne sytuacje opadéw deszczu, moz-
liwe do zaobserwowania podczas okresu wegetacji. Na ich podstawie ustala
si¢ wielkoSci nawadniania, co jest uwzglgdnione w zaleznych od stanu natury
procesOw nawadniania. Dla przyktadowego gospodarstwa uwzglednia si¢ przy
tym, ze nawadnianie nastgpuje tylko w przypadku stanéw S, do S,, przy czym
zostang aplikowane zaleznie od stanu r6zne iloSci wody. Catkowita nawadniana
powierzchnia nie mozna tutaj przekroczy¢ udostepnionej dzigki inwestycjom
powierzchni nawadniania. Réwniez ograniczenia pracy dla kazdego stanu natu-
ry musza by¢ dotrzymane.

Z tych rozwazan wynikaja przedstawione w tabeli 6: macierz wspéiczynni-
kéw A oraz macierz C zaleznych od stanu nadwyzek bezposrednich. Dziatania
zalezne od stanu okreSlaja wptyw nawadniania, takze odpowiednie wspotczyn-
niki w macierzy C przedstawiaja zmiany nadwyzek bezposrednich spowodowa-
ne poprzez nawadnianie.
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Poréwnanie wynikéw optymalizacji

Rozwiazanie probleméw optymalizacji przeprowadzono za pomoca programu
Microsoft Excel przy uzyciu dodatkowego programu SOLVER. Przedstawione
ponizej porOwnanie wynikow optymalizacji pomoze w wyjasnieniu réznic po-
miedzy modelami.

W tabeli 7 podano wyniki rozwigzafi modeli bez 1 z zaleznym od stanu na-
tury zdefiniowaniem technologii w modelu uzytecznosci oczekiwanej. Wyniki
modelu opartego o oczekiwang stop¢ zwrotu 1 wariancj¢ odpowiadaja w znacz-
nym stopniu modelowi uzytecznoS$ci oczekiwanej bez zaleznego od stanu natu-
ry sformutowania technologii, dlatego zrezygnowano z jej oddzielnego wyja-
$nienia. Tylko w przypadku ekstremalnej awersji do ryzyka istnieja niewielkie
réznice, ktére wynikaja z bledu aproksymacji ekwiwalentu pewnosci w modelu,
opartego o oczekiwang stopg zwrotu i wariancj¢’.

W przypadku neutralnej postawy wobec ryzyka, wyniki teorii uzytecznosci
oczekiwanej bez zdefiniowania technologii w zaleznoSci od stanu natury odpo-
wiadaja deterministycznemu modelowi PL (tab. 4). Wyniki przedstawione w dol-
nej czgSci tabeli 7 uwzgledniaja zalezno$¢ od stanu natury i réznig si¢ wariantami
nawadniania w zalezno$ci od odpowiedniego stanu: dla lat ze Srednig iloScig opa-
déw (S,) bedzie nawadniane 79,2 ha ziemniakéw i 14,1 ha cebuli, co odpowiada
rozwigzaniu niezaleznemu od stanu. Natomiast w latach suchych (S,) i podczas
suszy (S,) zostanie poddane nawadnianiu 79,2 ha catkowitej powierzchni upraw-
nej cebuli, podczas gdy ziemniaki tylko na obszarze 14,1 ha. Oddana do dyspo-
zycji 1 wykorzystana w latach z deficytem opadéw wielko$¢ nawadniana wynosi
w obydwu modelach 93,3 ha. Uwzglednienie decyzji zaleznych od stanu natury
w drugim modelu prowadzi do okoto 5000 € wyzszego oczekiwanego dochodu.
Poniewaz réwnoczes$nie odchylenie standardowe nadwyzek bezposrednich jest
prawie o 9000 euro nizsze, ta strategia jest dominujaca stochastyczng pierwszego
rzedu i bylaby preferowana przez wszystkich decydentow.

W przypadku awersji do ryzyka bedzie preferowana uprawa jgczmienia za-
miast pszenicy, ze wzgledu na jego mniejsza wrazliwo$¢ na suszg¢. W miarg
wzrostu awersji do ryzyka, uprawa roslin okopowych — jako bardziej ryzykow-
na — bedzie redukowana na rzecz zb6z. Réwnoczesnie bedzie zwickszaé si¢ ob-
szar nawadniania, az pokryje w koricu calg powierzchni¢ uprawng ziemniakéw
i cebuli. W tym punkcie zbiezne sa wyniki modelu zaleznego i niezaleznego
od stanu natury, poniewaz aby zmniejszy¢ zmienno$¢ uzyskiwanych plonéw
we wszystkich mozliwych sytuacjach deficytu wody, b¢dzie nawadniana cata
powierzchnia. W pozostatych przypadkach réznig si¢ one do tego stopnia, ze
w modelu zaleznym od stanu natury dodatkowy obszar nawadniania zostanie
wykorzystany w S, dla ziemniakéw, natomiast w S, i S, dla cebuli. Wigksza
elastyczno$¢ znajdzie wyraz w wyzszych wartosciach oczekiwanych i nizszych
odchyleniach standardowych catkowitego progu rentownosci.

° Obliczenie ekwiwalentu pewnosci zgodnie z (12) jest aproksymacja, o ile wyniki nie sa
w rozkladzie normalnym; w modelu podporzadkowane plony i nadwyzki bezposrednie nie
maja rozktadu normalnego przede wszystkim przy wariantach nawadniania.
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W praktyce istnieje mozliwo$¢ zadecydowania o rozmiarze nawadniania,
zgodnie z zaobserwowanym deficytem wody — tzn. zaleznie od stanu natury.
Jesli ta mozliwos¢ nie zostanie uwzglgdniona w planach, ekonomiczny potencjat
nawadniania nie zostanie wzigty pod uwage. Teoria zaleznoSci od stanu natury
umozliwia zatem bardziej realistyczne przedstawienie sytuacji decyzyjnej. To
stwierdzenie jest obowigzujace dla wszystkich sytuacji decyzyjnych, w ktérych
istnieje mozliwos$¢ reakcji na pojawienie si¢ niepewnych wydarzen. Znaczace
jest przy tym, ze uwzglednienie mozliwosci reakcji ma rowniez wptyw na de-
cyzje, ktére musza zostac podjete przed pojawieniem si¢ niepewnego wydarze-
nia. W powyzszym przyktadzie dotyczy to decyzji inwestycyjnych dotyczacych
zwigkszenia nawadnianego obszaru.

Tabela 7
Wyniki modelu uzyteczno$ci oczekiwanej
. Neutralne Awersja_do ryzyka®
Nastawienie do ryzyka do ryzyka 7»1 A, A,
Technologia zdefiniowana niezalezne od stanu
Pszenica ha 81,6 - - -
Jeczmien ha - 81,6 100,7 97,3
Ziemniaki ogétem ha 79,2 79,2 60,1 79,2
w tym: bez nawadniania ha - - - -
z nawadnianiem ha 79,2 79,2 60,1 79,2
Cebula ogétem ha 79,2 79,2 79,2 63,5
w tym: bez nawadniania ha 65,1 54,9 - -
z nawadnianiem ha 14,1 243 79,2 63,5
Powierzchnia nawadniana ha 93,3 103,5 139,3 1427
Wartos¢ oczekiwana marzy €/rok  319.943 319.927 313.772 311.886
Odchylenie standardowe marzy  €/rok 143.291 130.136 74.712 74.679
Model zalezno$ci od stanu natury
Pszenica ha 81,6 - - -
Jeczmien ha - 81,6 90,4 97,3
Ziemniaki ogétem ha 79,2 79,2 70,4 79,2
w tym: nawadniane w S, ha 79,2 79,2 70,4 79,2
nawadniane w S, ha 14,1 243 40,8 79,2
nawadniane w S, ha 14,1 243 40,8 79,2
Cebula ogétem ha 79,2 79,2 79,2 63,5
w tym: nawadniana w S, ha 14,1 243 49,6 63,5
nawadniana w S3 ha 79,2 79,2 79,2 63,5
nawadniana w S, ha 79,2 79,2 79,2 63,5
Powierzchnia nawadniana ha 93,3 103,5 120,0 142,7
Wartos$¢ oczekiwana p. 1. €/rok  325.134 324.305 319.449 311.886
Odchylenie standardowe p. 1. €/rok 134.412 122.645 100.234 74.679

2, = 1% 107, 0,=2 % 10, 1,= 3 x 10,
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Podsumowanie

Zalety teorii zaleznoSci od stanu natury mozna rozpatrywa¢ w kontekscie
analizy teoretycznej, z powodu jej duzych mozliwoSci wsparcia proceséw wnio-
skowania. Z uwagi na jej ztozono$¢, zastosowanie w badaniach empirycznych
jest duzym wyzwaniem. Dlatego dotychczasowe zastosowania empiryczne sg
rzadkoscia. Niniejszy artykut pokazuje mozliwo$¢ zastosowania modeli matema-
tycznego programowania do przedstawienia niepewnosSci w formie zaleznej od
stanu natury. Przy odpowiednim sformutowaniu, teoria ta pozwala na bardziej
realistyczne zobrazowanie indywidualnych proceséw decyzyjnych we WSZyst-
kich przypadkach w ktérych istnieje mozliwo$¢ elastycznej reakcji na poja-
wienie si¢ meprzew1dywalnych stanéw natury. W przypadku produkcji roSlin-
nej dotyczy to réwniez — oprocz nawadniania — decyzji zastosowania §rodkéw
ochronnych lub nawozéw. W produkcji zwierzgcej nalezy tu wymienié przede
wszystkim kwestie reprodukcji, zarzadzania zdrowiem i zywieniem. W teori¢
moga réwniez zostaé wiaczone specyficzne instrumenty zarzadzania ryzykiem,
jak np. ubezpieczenia, derywaty pogodowe lub ograniczenie wahan cen przy
pomocy kontraktow terminowych. Zaleta tej metody jest réwniez mozliwos¢
uwzglednienia wewngtrznych wspétzaleznosci pomigdzy zaleznymi i niezalez-
nymi od stanu natury dziatalnoSciami.Takze w analizie pozytywnej zrozumie-
nie wplywu niepewnos$ci w regionalnych lub sektorowych modelach zyskuje
coraz bardziej na znaczeniu. O ile znajduja tutaj zastosowanie metody analizy
dziatalnoSci przedsigbiorstwa, teoria zaleznoSci od stanu natury otwiera réwniez
nowe mozliwosci takiej analizy, co obrazuja np. badania Adamsona [1]. Zostat
tam zastosowany model gospodarstwa z uwzglednieniem warunkéw regional-
nych, w ktéorym gtéwny nacisk potozony zostal na zilustrowanie korzystania
z wody w systemie wodnym Murray-Darling, w jednym z najbardziej urodzajnych
regionéw Australii. W oparciu o dziewigtnascie modeli regionalnych utworzono
zalezny od stanu natury model dost¢pnosci wody na catym obszarze. Determinuja
ja opady roczne, co przedstawiono w modelu za pomoca trzech stanéw, odpo-
wiednio reprezentujacych normalny, suchy 1 mokry rok. Dziatania zalezne od sta-
nu natury okreSlaja zasady produkcji dla r6znego zapotrzebowania w wodg, co
wplywa na zmiany na obszarach uprawnych bardzo wymagajacych wody plan-
tacji (gtéwnie bawetna). Za pomoca tej teorii mozna przeanalizowaé skutki r6z-
nych dziatai politycznych dotyczacych regulacji korzystania z wody, dochody
oraz regionalng dystrybucj¢ wody, jak réwniez zwigzane z tym zasolenie gleby,
z uwzglednieniem kwestii ryzykownego zachowania rolnikéw.

W obliczu rosnacego obarczenia dochodéw ryzykiem wynikajacym z libera-
lizacji rynku, zmian klimatycznych, jak i z uwagi na spodziewany spadek zna-
czenia doptat bezposrednich jako sktadnikéw dochodéw wolnych od ryzyka,
na forum UE dyskutowane sg obecnie opcje polityczne majace na celu wspar-
cie zarzadzania ryzykiem. Analiza takich dziatan z wykorzystaniem podejscia
modelowego wymaga uwzglgdnienia zaré6wno niepewnosci, jak i ryzykownego
zachowania decydentow. Modele oparte o teori¢ zaleznoSci od stanu stwarzajq
mozliwos$¢ rozszerzenia dotychczasowego, analitycznego instrumentarium.
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Punktem krytycznym w tworzeniu modelu jest krok ustalenia stanéw dys-
kretnych. Z jednej strony liczba stanéw natury musi by¢ ograniczona, aby unik-
na¢ probleméw dotyczacych rozmiaru, z drugiej strony zmienno$¢ warunkéw
produkcji powinna by¢ wystarczajaco reprezentowana. Konieczny jest zatem
akceptowalny kompromis. Sposobem rozwigzania tego problemu moze by¢
nastgpujaca procedura: po pierwsze, nalezy przeprowadzi¢ gruntowng analiz¢
danych, aby uzyskac informacj¢ na temat podstawowych proceséw stochastycz-
nych. Na ich podstawie poprzez stochastyczna symulacj¢ mozna wygenerowac
probki mozliwych stanéw natury, pozwalajace na zastosowanie matematycz-
nego modelu optymalizacji. Obliczenia modelowe z réznymi probkami stanéw
moga dostarczy¢ informacji o ich wrazliwo$ci, co powinno stanowié wystar-
czajaca podstawe do ostatecznego ustalenia ilo$ci stanéw natury koniecznych
do uwzglednienia w zadanym modelu.
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OPTIMIZATION OF PRODUCTION IN DEPENDING ON THE STATE
OF NATURE IN CONDITIONS OF THE UNCERTAINTY

Summary

The strong dependence on exogenously determined states of nature (weather, diseases,
pests, etc.) is a constituent element of most agricultural production processes. While this
state contingency creates uncertainties, it likewise offers various possibilities to react to
particular states of nature (e.g. through irrigation or pest management). A concept which in
principle accounts for these contexts is the so called state contingent approach originally
developed by Chambers and Quiggin. This approach comprises the state contingent depic-
tion of the production process under uncertainty as basis for a realistic representation of
individual decision making as well as the resulting market reactions.

The following article deals with the state contingent approach in the context of math-
ematical programming. It starts with the description of the conceptual foundations of the
approach and subsequently focuses on its implementation in the context of mathematical
programming under uncertainty. The comparison with conventional mathematical program-
ming approaches using an example documents the conceptual advantage of the state contin-
gent approach, but also clarifies the methodical challenges which result from its complexity.



